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Effet sur le bruit de jet de l’excitation de modes instables :
Roˆle des interactions non line´aires
Re´sume´
Cette e´tude s’inscrit dans l’effort de re´duction des nuisances sonores des avions au
de´collage. Une des principales composantes est le bruit de jet, dont la partie a` basse
fre´quence peut notamment eˆtre impute´e au rayonnement acoustique directif des struc-
tures cohe´rentes de grande e´chelle engendre´es par les instabilite´s dans la couche de
me´lange du jet. L’e´volution de ces ondes d’instabilite´ peut eˆtre de´crite au moyen des
E´quations de Stabilite´ Parabolise´es (PSE). Un premier objectif a e´te´ de de´terminer si
dans le cas d’un jet turbulent naturel, les interactions non line´aires entre les ondes d’in-
stabilite´ ont un impact significatif sur sa dynamique et sur son rayonnement acoustique.
A` cet effet, une mode´lisation PSE non line´aire a e´te´ de´veloppe´e et applique´e a` une confi-
guration re´aliste. La possibilite´ de manipuler ces ondes d’instabilite´ par non line´arite´ a
ensuite e´te´ e´tudie´e en vue d’une re´duction du rayonnement acoustique. Pour cela, une
analyse PSE a e´te´ mene´e pour de´terminer l’effet sur le bruit de jet de l’excitation d’un
ou plusieurs modes instables. Ces travaux de the`se ont permis de montrer, d’une part,
que les non line´arite´s semblent avoir un impact mineur sur la dynamique des ondes d’in-
stabilite´ dans le cas des jets turbulents naturels, et d’autre part, qu’il est possible de
re´duire le rayonnement acoustique des modes dominants par interactions non line´aires.
Mots-cle´s : ae´roacoustique, bruit de jet, jet turbulent, structures cohe´rentes de grande
e´chelle, ondes d’instabilite´, e´quations de stabilite´ parabolise´es, interactions non line´aires.
Effect of unstable modes excitation on jet noise:
The role of nonlinear interactions
Abstract
This study is part of the effort to reduce aircraft noise during take-off. Jet noise is one
of the main contributors, of which lower frequency component can be attributed to the
directive acoustic field generated by the large-scale coherent structures arising from jet
mixing-layer instabilities. The development of these instability waves can be described
using Parabolized Stability Equations (PSE). A first objective was to determine if in
the case of a natural turbulent jet, nonlinear interactions between instability waves
have a significant impact on its dynamic and acoustic behaviour. For this purpose,
a nonlinear PSE model has been developed and applied to a realistic configuration.
Then, the possibility to manipulate these instability waves by means of nonlinearity was
investigated with a view to reduce noise. To this end, a PSE analysis has been carried out
to assess the impact on jet noise of exciting one or more unstable modes. The findings
of this doctoral work demonstrate a minor impact of nonlinearities on the dynamics of
instability waves for natural turbulent jets on the one hand, and the possibility to make
the initially dominant instability acoustically ineffective using nonlinear interactions on
the other hand.
Keywords: aeroacoustics, jet noise, turbulent jet, large-scale coherent structures, in-
stability waves, parabolized stability equations, nonlinear interactions.
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Introduction
Avec la hausse du trafic ae´rien, la pollution sonore aux abords des ae´roports repre´sente
une geˆne conside´rable qu’il convient de maˆıtriser et de re´duire. A` ce titre, les normes
internationales pour la certification acoustique des avions de transport sont de plus en
plus strictes. En Europe, l’Advisory Council for Aeronautics Research (ACARE) a fixe´
un objectif ambitieux d’une re´duction de 50 % (-3 dB) du bruit perc¸u de 2000 a` 2020,
objectif porte´ a` 65 % a` l’horizon 2050. Afin de re´pondre a` ces restrictions de plus en plus
se´ve`res, l’industrie ae´ronautique a cherche´ a` identifier les sources sonores a` l’origine du
rayonnement acoustique intense des avions de transport. L’interaction de la turbulence
avec des parois comme la souﬄante, le train d’atterrissage et les dispositifs hypersusten-
tateurs est la principale source de bruit a` l’atterrissage. Au de´collage, en revanche, les
jets sortant des turbore´acteurs contribuent majoritairement au bruit des avions. Dans
l’optique d’une re´duction globale des nuisances sonores ae´roportuaires, une action sur
le rayonnement acoustique des jets est donc essentielle. Pour cela, une e´tude fine des
me´canismes de ge´ne´ration du bruit des jets est primordiale.
Par des mesures acoustiques en champ lointain sur un jet subsonique turbulent,
Mollo-Christensen et al. (1964) ont souligne´ deux types d’e´missions acoustiques : l’une
a` haute fre´quence uniforme dans toutes les directions, l’autre a` basse fre´quence tre`s di-
rective en aval de l’e´coulement. L’existence d’un tel pic de directivite´ a alors sugge´re´ la
pre´sence d’une source turbulente cohe´rente sous-jacente. Cette hypothe`se a e´te´ confirme´e
par les expe´riences de Crow et Champagne (1971). En effet, ces derniers ont re´ussi a`
mettre en e´vidence la pre´sence de structures cohe´rentes de grande e´chelle dans un jet
turbulent par un forc¸age acoustique aux le`vres de la tuye`re. Par la meˆme occasion, ils
ont de´voile´ la possibilite´ d’alte´rer le comportement dynamique d’un jet a` l’aide d’une
perturbation exte´rieure. De`s lors, les structures cohe´rentes de grande e´chelle ont e´te´
de´signe´es comme une source acoustique potentielle du rayonnement directif des jets
dans la direction aval. Cependant, malgre´ le de´veloppement des moyens nume´riques
et expe´rimentaux, les diffe´rents me´canismes responsables du rayonnement acoustique
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intense des jets en champ lointain ne sont toujours pas totalement e´lucide´s. En particu-
lier, si la turbulence a` petite e´chelle est reconnue comme majoritairement responsable du
bruit a` haute fre´quence, le roˆle des structures cohe´rentes de grande e´chelle sur le champ
acoustique n’est toujours pas clairement e´tabli. Une telle difficulte´ e´mane de la dyna-
mique complexe de la turbulence lie´e a` cet e´coulement dont les me´canismes physiques
sont largement non line´aires et instationnaires.
Dans le but d’isoler la contribution des structures cohe´rentes, une me´thode base´e
sur l’e´tude de la stabilite´ des e´coulements cisaille´s, propose´e par Bertolotti et Herbert
(1991) et Herbert (1994, 1997) semble ne´anmoins fournir des re´sultats satisfaisants. Cette
approche consiste a` assimiler ces structures a` des ondes d’instabilite´ et a` re´aliser une
de´composition modale a` l’aide des E´quations de Stabilite´ Parabolise´es (PSE). Par une
approche PSE line´aire, Piot et al. (2006) et Gudmundsson et Colonius (2011) ont no-
tamment re´alise´ des comparaisons satisfaisantes avec des re´sultats expe´rimentaux et des
simulations aux grandes e´chelles (LES) dans le cas des jets subsoniques et supersoniques.
Ces e´tudes ont permis de mettre en e´vidence l’existence et la contribution importante
des structures cohe´rentes non seulement dans l’hydrodynamique mais e´galement dans
l’acoustique des jets. Toutefois, si cette approche est applique´e a` des configurations de
plus en plus complexes, comme les jets double-flux traite´s par Le´on (2012) et Le´on et
Brazier (2013), la prise en compte des effets non line´aires reste relativement re´cente.
Dans l’optique d’un controˆle du bruit, une premie`re approche consiste a` modifier la
dynamique des structures turbulentes par un e´paississement de la couche de me´lange.
Ceci est rendu possible par l’utilisation de divers dispositifs : tuye`re dentele´e ou lobe´e,
micro-jets pulse´s ou continus, a` la le`vre de la tuye`re ou sur le corps central. Des e´tudes
laissent cependant penser que l’excitation de certains modes propres du jet pourrait
permettre, par non line´arite´, de re´duire le bruit engendre´ par d’autres modes propres
instables du jet. Mais encore faut-il savoir comment exciter correctement le jet pour en
re´duire le bruit et non l’augmenter.
C’est ce qui justifie cette e´tude. Elle consiste a` mettre en e´vidence le roˆle des inter-
actions non line´aires entre les ondes d’instabilite´ dans le rayonnement acoustique des
jets, qu’ils soient naturels ou excite´s, afin de proposer une strate´gie de controˆle pour la
re´duction du bruit de jet au moyen des PSE non line´aires.
Apre`s une pre´sentation de´taille´e des travaux de recherche mene´s sur le bruit de jet
(Chapitre 1), la de´marche a consiste´ dans un premier temps a` de´velopper l’approche
des e´quations de stabilite´ parabolise´es (PSE) dans un contexte faiblement non line´aire.
Pour cela, le mode`le PSE line´aire re´alise´ pre´ce´demment par Le´on (2012) a e´te´ e´tendu
pour prendre en compte les interactions possible entre modes. Deux me´thodes de calcul
distinctes des termes non line´aires ont e´te´ de´veloppe´es afin d’en assurer la validite´. Les
me´thodes de re´solution nume´rique ont e´te´ adapte´es a` la proble´matique (Chapitre 2).
L’e´tape suivante a consiste´ a` de´terminer si les interactions non line´aires entre les ondes
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d’instabilite´ ont un impact sur la dynamique et le rayonnement acoustique des jets natu-
rels. Pour cela, les mode`les PSE line´aires et non line´aires ont e´te´ applique´s a` une confi-
guration de jet de re´fe´rence. Les re´sultats obtenus en champ proche et en champ lointain
ont e´te´ compare´s aux donne´es expe´rimentales et nume´riques existantes (Chapitre 3). Par
la suite, la possibilite´ d’alte´rer par non line´arite´ le comportement dynamique et acous-
tique des ondes d’instabilite´ des jets a e´te´ e´tudie´e. Pour cela, une analyse par PSE non
line´aires d’un jet excite´ par un ou plusieurs modes propres a e´te´ mene´e. Ce chapitre a fait
l’objet d’une publication, Itasse et al. (2015), parue dans la revue scientifique Physics
of Fluids (Chapitre 4). Une dernie`re e´tape a e´te´ de de´terminer les zones de l’e´coulement
les plus sensibles a` une perturbation exte´rieure. Pour cela, une technique d’optimisation
base´e sur la the´orie de l’ope´rateur adjoint a e´te´ applique´e au mode`le PSE line´aire. Cette
mode´lisation a ensuite e´te´ applique´e a` quelques cas d’e´tudes simples (Chapitre 5).
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Chapitre1
E´tat de l’art
Une revue bibliographique sur l’ae´roacoustique des jets est pre´sente´e dans cette
partie. L’objectif est d’apporter les bases ne´cessaires a` une bonne compre´hension de la
proble´matique pose´e dans ce manuscrit. L’analyse des phe´nome`nes physiques des jets
est re´alise´e en premier lieu afin de de´finir par la suite les diffe´rentes composantes du
rayonnement acoustique de ces e´coulements particuliers. L’e´laboration d’une strate´gie
efficace de re´duction du bruit ne´cessite une analyse fine du champ ae´rodynamique
proche des jets. Ainsi, les principales me´thodes de pre´vision sont mises en avant, al-
lant des approches empiriques aux simulations nume´riques directes. Un accent tout
particulier est porte´ sur les me´thodes d’analyse de la stabilite´ des e´coulements qui
semblent prometteuses pour l’e´tude du rayonnement acoustique des instabilite´s hy-
drodynamiques. La dernie`re partie quant a` elle se concentre sur les strate´gies envi-
sage´es et les dispositifs existants pour controˆler les e´coulements de type jet et re´duire,
dans la mesure du possible, leur rayonnement acoustique.
Sommaire
1.1 Structure ge´ne´rale des jets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.1.1 Tuye`res et origine des e´coulements de type jets . . . . . . . . . . . 6
1.1.2 Une configuration commune . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.3 Dynamique des jets et turbulence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.1.4 Structures cohe´rentes et instabilite´s . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2 L’ae´roacoustique des jets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.1 Les composantes du bruit de jet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.2 Le bruit de me´lange turbulent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.3 Le bruit de choc large-bande . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.4 Le bruit de raie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.3 Mode´lisation et pre´vision du bruit de jet . . . . . . . . . . . . . . 20
1.3.1 Analogies acoustiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.3.2 Spectre de similitude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.3.3 Simulation nume´rique du bruit de jet . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.4 Analyse de la stabilite´ des jets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.4.1 Stabilite´ locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.4.2 Me´thode des e´chelles multiples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.4.3 E´quations de stabilite´ parabolise´es (PSE) . . . . . . . . . . . . . . 33
1.5 Strate´gies de controˆle pour la re´duction du bruit de jet . . . . . 37
1.5.1 Les principes d’action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
1.5.2 Controˆle passif des sources acoustiques . . . . . . . . . . . . . . . . 38
1.5.3 Dispositifs actifs de controˆle continu . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
1.5.4 Dispositifs actifs de controˆle instationnaire . . . . . . . . . . . . . 43
-5-
Chapitre 1. E´tat de l’art
1.1 Structure ge´ne´rale des jets
1.1.1 Tuye`res et origine des e´coulements de type jets
La tuye`re est un organe du groupe propulsif qui a pour but de de´livrer une pousse´e
maximale, si possible a` tous les re´gimes de vol, en re´alisant une de´tente optimale des gaz
de combustion. Toutefois, l’estimation des performances d’une tuye`re ne se limite pas
au seul calcul de la pousse´e : une compre´hension fine de l’e´coulement aval, qui constitue
le jet, est e´galement ne´cessaire.
Comme illustre´ sur la Fig. 1.1 ou` les effets visqueux ont e´te´ ne´glige´s dans un pre-
mier temps, le mode de fonctionnement de la tuye`re a une forte influence sur les ca-
racte´ristiques ae´rodynamiques du jet. Dans le cas ou` l’on fixe la pression de sortie ps et
la tempe´rature totale Ti et que seule la pression ge´ne´ratrice amont pi0 est variable, le col
ne sera sonique que si la pression ge´ne´ratrice amont est suffisante. Jusqu’a` l’amorc¸age
du col (Mcol = 1), l’e´coulement reste entie`rement subsonique dans l’ensemble du di-
vergent et dans le jet Fig. 1.1(a). Une augmentation de la pression ge´ne´ratrice amont
va ensuite engendrer toute une se´rie d’e´coulements comportant un choc interne a` la
tuye`re, lequel va progresser vers l’aval jusqu’a` se positionner exactement en section de
sortie Fig. 1.1(b, c). Le divergent devient alors entie`rement supersonique sans choc, le
jet externe reste quant a` lui subsonique. Par la suite, la compression ne´cessaire en sortie
s’atte´nue, le choc devient oblique et le jet est alors qualifie´ de supersonique sur-de´tendu.
Sous certaines conditions, une re´flexion non re´gulie`re peut apparaˆıtre sur l’axe de la
tuye`re, provoquant la formation d’un disque de Mach a` l’origine de pertes de pousse´e
non ne´gligeables Fig. 1.1(d) de par une augmentation significative de la traine´e d’onde.
Pour une valeur spe´cifique de la pression totale amont, les chocs vont disparaˆıtre. La
notion d’adaptation est couramment utilise´e pour qualifier ces conditions particulie`res
ou` la pression du jet en section de sortie est e´gale a` la pression ambiante Fig. 1.1(e). Ce
point de fonctionnement correspond au point de pousse´e optimal. Toute augmentation
supple´mentaire de la pression ge´ne´ratrice aura pour effet de former un ensemble de fais-
ceaux d’ondes de de´tente qui se focaliseront en un choc apre`s re´flexion sur la surface de
glissement Fig. 1.1(f). De manie`re similaire au cas sur-de´tendu, le jet est alors qualifie´
de sous-de´tendu.
Dans la re´alite´, les effets visqueux sont bel et bien pre´sents, des interactions ont
lieu entre les chocs et la couche limite se de´veloppant sur la paroi interne de la tuye`re,
pouvant ge´ne´rer des de´collements. De meˆme, la frontie`re entre le jet et l’air exte´rieur
ne pre´sente pas une discontinuite´ mais une zone de raccord progressif. Ne´anmoins, cette
approche simplifie´e permet de classer et d’illustrer la grande disparite´ des e´coulements
de type jet.
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Figure 1.1 : Modes de fonctionnement d’une tuye`re
1.1.2 Une configuration commune
En plus de cette disparite´ lie´e aux modes de fonctionnement de la tuye`re, le caracte`re
turbulent de l’e´coulement est a` l’origine d’une dynamique complexe, non-line´aire et
instationnaire. Une strioscopie d’un jet subsonique issue des travaux de Bradshaw et al.
(1964) est pre´sente´e sur la Fig. 1.2 afin de mettre en e´vidence le caracte`re a priori
chaotique et de´sordonne´ de ces e´coulements. Toutefois, des traits communs a` l’ensemble
des jets existent, qu’ils soient subsoniques ou supersoniques.
Figure 1.2 : Strioscopie d’un jet subsonique a` Mj = 0.3 et Red = 3.5 × 105 re´alise´e
par Bradshaw et al. (1964)
L’interaction entre l’air exte´rieur et l’e´coulement a` grande vitesse issu de la tuye`re est
commune´ment de´compose´e en trois zones distinctes, comme sche´matise´ sur la Fig. 1.3.
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La premie`re, appele´e zone de me´lange, correspond au de´veloppement initial du jet. Par
un me´canisme d’entraˆınement du fluide, la vitesse axiale, nulle a` l’exte´rieur du jet,
croˆıt rapidement dans la couche dite de me´lange jusqu’a` atteindre une valeur maximale
constante sur l’axe du jet. Cette couche de me´lange, a` l’origine du de´veloppement de la
turbulence, est donc le sie`ge de forts gradients radiaux. De par l’e´paississement de cette
zone cisaille´e dans la direction aval du jet, l’e´coulement uniforme et irrotationnel proche
de l’axe de la tuye`re tend a` se re´duire. Dans le cas des tuye`res cylindriques, cette zone
prend la forme d’un coˆne, d’ou` la de´nomination de  coˆne potentiel  pour caracte´riser
cette re´gion spe´cifique de l’e´coulement. La disparition du plateau de vitesse, lieu de la
rencontre des couches de me´lange, traduit la fin de la zone de me´lange et le de´but de
la zone de transition. Plus en aval, on trouve la zone pleinement de´veloppe´e, e´galement
appele´e zone d’auto-similarite´. En effet, les profils moyens de vitesse axiale peuvent y
eˆtre de´crit par des lois de similitude.
Figure 1.3 : Sche´ma d’un jet subsonique faisant apparaˆıtre les diffe´rentes zones ca-
racte´ristiques et le coˆne potentiel (inspire´ de Le´on (2012)).
1.1.3 Dynamique des jets et turbulence
La dynamique des jets ainsi que le bruit qui en est issu sont intimement lie´s aux
caracte´ristiques de la turbulence. A la fin des anne´es 1950, alors que la turbulence
e´tait conside´re´e comme un phe´nome`ne purement chaotique, l’expe´rience novatrice de
Franklin et Foxwell (1958) a montre´ l’existence d’une corre´lation spatiale du champ de
pression graˆce a` des mesures en deux points des fluctuations de pression dans le champ
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proche d’un jet froid. Cette de´couverte a alors remis en cause le caracte`re entie`rement
non-de´terministe de la turbulence. Quelques anne´es plus tard, Bradshaw et al. (1964)
et Freymuth (1966) ont confirme´ ces re´sultats en mettant en e´vidence l’existence de
structures cohe´rentes de grande e´chelle dans le cas de jets initialement laminaires, comme
visualise´ sur la Fig. 1.4. De´ja` en 1964, Bradshaw et al. (1964) sugge´raient qu’une action
exte´rieure sur l’e´volution de ces composantes a` grande e´chelle pourrait re´duire le niveau
de bruit rayonne´. Toutefois, si a` bas nombre de Reynolds le de´veloppement des petites
e´chelles de la turbulence est limite´ par les effets visqueux, pour des nombres de Reynolds
e´leve´s la pre´sence de structures cohe´rentes de grande e´chelle ainsi que leur roˆle d’un point
de vue de l’acoustique restaient encore a` de´montrer.
Figure 1.4 : Stroboscopie d’un jet initialement laminaire pour un Red = 1.5 × 104
re´alise´e par Freymuth (1966)
Une e´tude qui a permis de quantifier le rayonnement acoustique des jets turbulents est
celle de Mollo-Christensen et al. (1964). Ils ont re´alise´ des mesures de pression acoustique
en chambre ane´cho¨ıque pour trois diame`tres de buse et trois nombres de Mach d’e´jection
Mj = Uj/cj , avec Uj et cj la vitesse et la ce´le´rite´ du son en sortie de tuye`re. Une attention
toute particulie`re a e´te´ donne´e a` l’e´limination des sources de bruit parasite. Le calcul
de densite´s spectrales de puissance acoustique et les mesures de directivite´ en champ
lointain ont ainsi permis de de´couvrir la pre´sence d’un pic marque´ en aval du jet pour
un nombre de Strouhal St = f · d/Uj autour de 0.30. L’existence d’une telle fre´quence
a ainsi sugge´re´ la pre´sence d’une source turbulente cohe´rente sous-jacente qui serait
en partie responsable du bruit rayonne´. De meˆme, deux types d’e´mission acoustique
ont e´te´ souligne´s, l’une a` basse fre´quence et l’autre a` haute fre´quence. Ces me´canismes
semblaient fortement lie´s aux structures se de´veloppant dans la couche de me´lange du
jet.
Dans le but d’isoler les diffe´rentes composantes turbulentes des jets, la re´ponse d’un
jet soumis a` un forc¸age acoustique aux le`vres de la tuye`re, pilote´ en amplitude et en
fre´quence, a e´te´ e´tudie´e expe´rimentalement par Crow et Champagne (1971). L’effet du
forc¸age sur le comportement dynamique du jet a e´te´ observe´ par strioscopie et me-
sure´ par ane´mome´trie par fil chaud. Un exemple de leurs nombreuses visualisations est
repre´sente´ sur la Fig. 1.5. Sur cette strioscopie, l’e´mergence d’une composante a` grande
e´chelle est inde´niable de par la pre´sence de structures tourbillonnaires pe´riodiques. Ils
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ont ainsi montre´ qu’il e´tait possible d’agir sur la dynamique des jets turbulents a` l’aide
d’une source sonore exte´rieure. Plus pre´cise´ment, ils expliquent que le forc¸age ge´ne`re une
onde fondamentale qui croˆıt d’abord en amplitude, avant d’eˆtre ralentie par l’e´mergence
d’une onde harmonique jusqu’a` atteindre une amplitude de saturation. Cette ampli-
tude de saturation est fortement de´pendante de la fre´quence de forc¸age du jet. Dans les
expe´riences de Crow et Champagne (1971), un maximum est obtenu, une fois de plus,
pour un nombre de Strouhal St = 0.30. Cette fre´quence particulie`re, appele´e fre´quence
privile´gie´e, apparaˆıt donc naturellement dominante dans les e´coulements de type jet
subsonique.
Figure 1.5 : Strioscopie d’un jet libre a` Red = 1.05× 104 re´alise´e par
Crow et Champagne (1971)
1.1.4 Structures cohe´rentes et instabilite´s
Si la de´finition meˆme d’une structure dite cohe´rente reste litigieuse, la formation de
telles structures a` l’interface entre le jet et le milieu environnant est dore´navant admise.
Pour e´tudier le me´canisme de formation de ces structures, Winant et Browand (1974)
ont assimile´ le champ proche d’un jet a` bas nombre de Reynolds a` une couche de me´lange
axisyme´trique naissante et ont re´alise´ des mesures par film chaud pour extraire des pro-
fils de vitesses moyennes et fluctuantes d’une couche de me´lange bidimensionnelle en
tunnel hydrodynamique. La fine couche de me´lange issue de la confluence des deux
e´coulements est naturellement instable de par l’inflexion du profil de vitesse. Les pertur-
bations pre´sentes au sein de l’e´coulement viennent exciter et de´former cette interface,
comme sche´matise´ sur la Fig. 1.6(a). Ainsi, la couche de me´lange s’e´paissit et s’affine
pe´riodiquement Fig. 1.6(b) jusqu’a` atteindre un seuil critique Fig. 1.6(c) ou` la creˆte de
l’onde la plus rapide se rabat dans le creux de l’onde aval, et re´ciproquement. Par un
processus d’enroulement tourbillonnaire a` grande e´chelle, une se´rie de tourbillons dis-
crets Fig. 1.6(d) vient ainsi se former. Les structures cohe´rentes a` grande e´chelle sont
donc le fruit de cette instabilite´ inflexionnelle, non visqueuse, commune´ment appele´e
instabilite´ primaire de Kelvin-Helmholtz.
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Figure 1.6 : Me´canisme du de´veloppement initial de l’instabilite´ de couche de me´lange
et de l’enroulement en tourbillons discrets, extrait de Winant et Browand (1974)
Dans le cas d’une configuration axisyme´trique, plus repre´sentative des e´coulements
de type jet, Yule (1978) a observe´ que l’instabilite´ naturelle de la couche de me´lange
initialement laminaire produit une se´rie d’anneaux tourbillonnaires. Sous l’effet de leur
induction mutuelle, deux anneaux conse´cutifs tendent a` se rapprocher et s’enrouler l’un
autour de l’autre jusqu’a` finalement fusionner en un unique tourbillon par diffusion
visqueuse. Ainsi, lors de la convection de ces structures, leur taille et leur distance de
se´paration tendent a` augmenter. Comme illustre´ sur la Fig. 1.7, extraite des travaux de
Yule (1978), au fur et a` mesure de cet e´loignement, des ondes de de´formation viennent
modifier la structure ge´ne´rale des anneaux tourbillonnaires et provoquer une perte de
cohe´rence azimutale. A` partir d’une de´formation critique, qui pre´ce`de la phase turbu-
lente, l’encheveˆtrement des anneaux conduit a` l’augmentation de l’e´tirement tourbillon-
naire et a` la production intense des petites e´chelles de la turbulence.
Outre la notion d’appariement, un phe´nome`ne bien plus brutal, responsable de la
re´duction du nombre de structures identifiables, a e´te´ discute´ dans les observations
de Dimotakis et Brown (1976). Occasionnellement, une structure cohe´rente de grande
e´chelle peut se trouver pie´ge´e dans une zone d’e´tirement intense a` proximite´ d’un ou
plusieurs tourbillons. La destruction de la structure est alors quasi-imme´diate. Agissant
ensemble, l’appariement et la destruction des structures de grande e´chelle conduisent
au caracte`re stochastique et chaotique des e´coulements turbulents. Toutefois des traces
de ces appariements restent souvent visibles dans la re´gion turbulente, jusqu’a` cinq
diame`tres en aval de la tuye`re, montrant la coexistence des structures de grande et
petite e´chelle et la persistance des premie`res dans la zone de´veloppe´e.
-11-
Chapitre 1. E´tat de l’art
Figure 1.7 : Sche´ma de la structure d’un jet en transition, extrait de Yule (1978)
1.2 L’ae´roacoustique des jets
1.2.1 Les composantes du bruit de jet
En paralle`le des e´tudes ae´rodynamiques, des mesures acoustiques ont e´te´ effectue´es
afin d’identifier les me´canismes ge´ne´rateurs de bruit dans les e´coulements de type jet.
A` ce sujet, Westley et Lilley (1952) et Powell (1953) ont e´te´ parmi les premiers
a` re´aliser des mesures acoustiques en champ proche et en champ lointain afin d’ana-
lyser le changement brutal du comportement acoustique des jets lors du passage en
supersonique. En effet, le grondement sourd, sans fre´quence dominante apparente, des
jets subsoniques est ge´ne´ralement domine´ par l’e´mergence d’un son strident une fois
des vitesses d’e´jection supersoniques atteintes. Cette fre´quence discre`te, commune´ment
appele´e  bruit de raie , se retrouve de fac¸on tre`s marque´e en amont du jet sur le
spectre d’intensite´ acoustique de la Fig. 1.8 qui est extraite des mesures de Norum et
Seiner (1982). Deux composantes large-bande sont e´galement identifiables, une a` basse
fre´quence correspondant au  bruit de me´lange turbulent , et une a` haute fre´quence
lie´e a` l’apparition de cellules de choc dans le sillage du jet pour des tuye`res fonctionnant
hors adaptation, le  bruit de choc . Au point de fonctionnement, avec la disparition
des cellules de choc, seule la composante large-bande issue de la couche de me´lange
turbulente est pre´sente.
A` noter que l’intensite´ relative de ces trois composantes est fortement de´pendante de
la direction d’observation. Le bruit de me´lange turbulent rayonne majoritairement dans
la direction aval tandis que le bruit de raie est plus intense en amont du jet. Le bruit de
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Figure 1.8 : Spectre d’intensite´ acoustique d’un jet froid supersonique non adapte´ a`
Mj = 1.67 mesure´ en amont de la tuye`re a` ϑ = 150˚ par Norum et Seiner (1982)
choc large bande quant a` lui est caracte´rise´ par une fre´quence dominante qui e´volue de
fac¸on monotone avec l’angle d’observation.
Une analyse plus de´taille´e de chacune des composantes du bruit des jets superso-
niques est propose´e dans la suite de cette section.
1.2.2 Le bruit de me´lange turbulent
Afin d’isoler et d’analyser les caracte´ristiques acoustiques du bruit de me´lange tur-
bulent, Yu et Dosanjh (1972) ont re´alise´ des mesures acoustiques en champ proche et en
champ lointain d’un jet froid supersonique adapte´ en pression. Leurs travaux soulignent
la pre´sence d’un lobe marque´ vers l’aval du jet sur les contours des niveaux de pression
(Fig. 1.9), qui est re´ve´latrice du rayonnement tre`s directif et tre`s intense du bruit de
me´lange turbulent des jets supersoniques. Avec des mesures de directivite´ acoustique en
champ lointain, repre´sente´es sur la Fig. 1.9 (b), Tanna (1977) a e´galement confirme´ que
la partie dominante du bruit de me´lange turbulent est confine´e dans un secteur angulaire
proche de l’axe du jet. Avec l’augmentation de l’angle d’observation, le niveau sonore
augmente rapidement jusqu’a` atteindre une valeur maximale pour un angle de directivite´
d’environ 30◦. En dehors de ce secteur angulaire, le niveau sonore diminue progressive-
ment jusqu’a` se stabiliser sur la normale a` l’axe du jet. Le bruit de me´lange turbulent
semble ainsi se re´partir suivant deux composantes, une composante fortement direction-
nelle vers l’aval du jet et une composante moins intense, multi-directionnelle. Tanna
(1977) a e´galement e´tudie´ les effets de la tempe´rature sur le rayonnement acoustique des
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jets supersoniques. Il a de´montre´ que pour une vitesse d’e´jection fixe´e, toute augmenta-
tion de tempe´rature a pour conse´quence de diminuer le niveau de bruit. L’augmentation
du niveau de bruit pour le jet chauffe´ de la Fig. 1.9 (b) est donc due a` l’augmentation
de la vitesse d’e´jection faite pour maintenir constant le nombre de Mach.
(a) (b)
Figure 1.9 : Niveaux de pression en champ proche mesure´s par Yu et Dosanjh (1972)
(a) et directivite´ acoustique en champ lointain et effet de tempe´rature extrait de Tanna
(1977) (b) pour des jets supersoniques adapte´s en pression a` Mj = 1.5 et Mj = 1.4
respectivement
Apre`s la de´couverte d’une certaine cohe´rence dans la turbulence des e´coulements
cisaille´s libres, de nombreux travaux se sont inte´resse´s a` la possibilite´ que ces structures
a` grande e´chelle jouent un roˆle dominant dans le me´canisme de ge´ne´ration de bruit.
Tam (1971) a notamment re´alise´ des visualisations par strioscopie d’un jet superso-
nique, repre´sente´es sur la Fig. 1.10, qui mettent en e´vidence l’e´mission d’ondes planes
au niveau de la couche de me´lange, qui se propagent vers l’aval. Tam (1971) a alors pro-
pose´ que ces ondes soient la conse´quence directe de l’instabilite´ de la couche de me´lange
se de´veloppant en sortie de tuye`re. En s’appuyant sur la the´orie de la stabilite´, il a alors
propose´ une mode´lisation des structures cohe´rentes par des ondes d’instabilite´ dans le
but de pre´voir les proprie´te´s acoustiques des jets supersoniques. Malgre´ des hypothe`ses
fortes, les re´sultats obtenus sont en accord avec les observations, laissant sous-entendre la
responsabilite´ importante des structures turbulentes a` grande e´chelle sur le rayonnement
acoustique intense aux faibles angles.
Dans un premier temps pour des nombres de Reynolds faibles, McLaughlin et al.
(1975) ont confirme´ les observations pre´ce´dentes graˆce a` des mesures ane´mome´triques
par fil chaud et des mesures acoustiques. Troutt et McLaughlin (1982) ont ensuite e´tendu
la de´marche a` des nombres de Reynolds mode´re´s en re´alisant des mesures ae´roacoustiques
sur un jet supersonique avec Mj = 2.1 et Red = 7.0 × 104 en chambre ane´cho¨ıque. Les
mesures de propagation et d’amplification des perturbations ont alors permis de valider
la mode´lisation propose´e par Tam (1971), soit l’assimilation des structures cohe´rentes
a` des ondes d’instabilite´ ainsi que leur roˆle dans les me´canismes de ge´ne´ration de bruit
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Figure 1.10 : Strioscopie d’un jet d’he´lium supersonique issue des travaux de Tam
(1971)
dans le cas des jets supersoniques. Classiquement, le rayonnement dit  par onde de
Mach qualifie ce me´canisme particulier obtenu lorsque la vitesse de phase des structures
turbulentes de grande e´chelle est supersonique.
A` noter que toutes les e´chelles de la turbulence sont ge´ne´ratrices de bruit. Toutefois,
meˆme si les notions de bruit des petites et grandes e´chelles restent controverse´es, elles
permettent essentiellement de dissocier deux me´canismes acoustiques distincts : un bruit
a` basse fre´quence tre`s directif vers l’aval du jet, associe´ aux grandes e´chelles de la turbu-
lence, et un rayonnement plus uniforme dans toutes les directions, couramment associe´
aux petites e´chelles de la turbulence. Si dans le cas des jets supersoniques il a e´te´ vu que
le rayonnement par ondes de Mach domine l’e´coulement, pour des jets subsoniques ou`
les ondes d’instabilite´ se propagent essentiellement a` des vitesses de phase subsoniques,
le roˆle des structures de grande e´chelle reste encore discute´.
1.2.3 Le bruit de choc large-bande
Des mesures en champ proche ont e´galement e´te´ re´alise´es par Yu et Dosanjh (1972)
dans le cas d’un jet supersonique sous-de´tendu. Les re´sultats obtenus, correspondant a`
la Fig. 1.11 (a), permettent cette fois-ci d’identifier deux lobes distincts. Le premier,
similaire aux observations re´alise´es pre´ce´demment, forme un angle d’environ 30◦ avec
l’axe du jet. Cette composante du bruit peut ainsi eˆtre associe´e de fac¸on le´gitime au
bruit de me´lange turbulent. Le second lobe, quant a` lui dirige´ en amont du jet, est donc
associe´ au bruit de choc large-bande.
La Fig. 1.11 (b), extraite des travaux de Tanna (1977), permet de comparer les
niveaux de pression en champ lointain d’un jet froid supersonique sous-de´tendu vis-a`-
vis de son homologue adapte´ en pression. Le jet supersonique sous-de´tendu contient
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a` la fois la composante du bruit de me´lange turbulent et celle du bruit de choc. Une
bonne estimation de cette dernie`re peut donc eˆtre obtenue en re´alisant une diffe´rence
entre les diagrammes de directivite´. Les re´sultats obtenus confirment les observations
de Yu et Dosanjh (1972) sur la contribution pre´ponde´rante du bruit de choc dans un
secteur angulaire le´ge`rement en amont de la tuye`re avec une augmentation de 12 dB
pour ϑ = 135◦ dans le cas du jet sous-de´tendu. Tanna (1977) souligne toutefois une
re´duction de cette contribution avec l’augmentation de la tempe´rature.
(a) (b)
Figure 1.11 : Niveaux de pression en champ proche d’un jet sous-de´tendu a` Mj = 1.5
re´alise´s par Yu et Dosanjh (1972) (a) et comparaison des directivite´s acoustiques en
champ lointain d’un jet adapte´ en pression a` Mj = 1.4 (•) et de son homologue sous-
de´tendu (◦) extrait de Tanna (1977) (b)
D’une manie`re diffe´rente, il est possible de mettre en e´vidence que l’influence du
bruit de choc est restreinte a` un secteur angulaire particulier en comparant les niveaux
de pression d’un jet adapte´ et d’un jet sous-de´tendu en faisant varier le nombre de Mach
a` l’e´jection. Cette de´marche a e´te´ adopte´e dans l’article de Tanna (1977) dont est issue
la Fig. 1.12. Dans la direction aval de l’e´coulement ϑ = 30◦, voir Fig. 1.12 (a), le bruit
ge´ne´re´ par le jet adapte´ et le jet sous-de´tendu sont similaires. La contribution du bruit
de choc, bien que relativement faible, reste ne´anmoins pre´sente en aval. Au contraire,
pour des angles d’observation plus importants ϑ = 90◦, comme illustre´ sur la Fig. 1.12
(b), le bruit de choc est une fois de plus significatif avec une augmentation de 8 dB.
D’un point de vue physique, Harper-Bourne et Fisher (1974) ont e´te´ les premiers a`
fournir une compre´hension du me´canisme de ge´ne´ration du bruit de choc. Lorsque la
tuye`re n’ope`re pas a` son point de fonctionnement, l’e´cart de pression statique entre le
jet et le milieu ambiant provoque l’apparition de cellules de choc dans le sillage du jet,
comme visualise´ sur la Fig. 1.13, issue des travaux de Andre´ et al. (2010). Les structures
de grande e´chelle de la couche de me´lange vont interagir avec ces cellules, les de´former
et occasionner une instabilite´ des ondes de choc. Les perturbations ainsi cre´e´es vont
se propager en amont et en aval du jet avec, pour certaines composantes, des vitesses
de phase supersoniques vis-a`-vis du milieu ambiant. Un rayonnement acoustique tre`s
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(a) (b)
Figure 1.12 : Comparaison des niveaux de pression d’un jet adapte´ en pression (•)
et d’un jet hors adaptation (◦) en fonction de la vitesse d’e´jection pour des angles
d’observation de ϑ = 30˚ (a) et ϑ = 90˚ (b) extrait de Tanna (1977)
directif est alors engendre´, de par le caracte`re quasi-pe´riodique des structures de grande
e´chelle et l’espacement re´gulier des cellules de choc.
Figure 1.13 : Strioscopie moyenne´e sur 8 images d’un jet sous-de´tendu et mise en
e´vidence des cellules de choc, figure issue des travaux de Andre´ et al. (2010)
Une caracte´ristique importante du bruit de choc est une diminution de la fre´quence
dominante avec l’augmentation de l’angle d’observation. La Fig. 1.14 correspond aux
spectres acoustiques du bruit de choc d’un jet froid supersonique non adapte´ a` Mj =
1.67, mesure´s par Norum et Seiner (1982). Sept spectres sont ainsi repre´sente´s par
intervalles de 15˚ . Chaque spectre semble eˆtre domine´ par une fre´quence unique, la
fre´quence fondamentale, localise´e a` l’aide d’une fle`che sur le graphique. La diminution
de la fre´quence fondamentale lorsque l’angle d’observation augmente est remarquable.
En effet, a` ϑ = 60˚ la fre´quence dominante se situe autour de 11 kHz contre 3.5 kHz pour
ϑ = 150˚ . Une autre e´volution caracte´ristique du bruit de choc large-bande est celle de la
largeur a` mi-hauteur du maximum de fre´quence. En amont, le spectre est caracte´rise´ par
un pic relativement e´troit qui tend a` s’e´largir au fur et a` mesure que l’on s’approche de
l’axe du jet. Les niveaux de bruit maximum pour chaque angle sont e´galement re´fe´rence´s
sur la Fig. 1.14. De fac¸on similaire aux re´sultats de Tanna (1977), la de´croissance rapide
du niveau de bruit occasionne´ par le bruit de choc aux faibles angles est e´vidente avec
une re´duction de 7 dB entre ϑ = 150◦ et ϑ = 60◦.
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Figure 1.14 : Spectre d’intensite´ acoustique du bruit de choc large-bande d’un jet
froid supersonique non-adapte´ a` Mj = 1.67 pour diffe´rents angles d’observation, re´alise´
par Norum et Seiner (1982)
1.2.4 Le bruit de raie
Comme mentionne´ pre´ce´demment, le spectre d’intensite´ acoustique est domine´ dans
certains cas par l’e´mergence d’une fre´quence pure, le bruit de raie. Powell (1953) est
le premier a` de´crire le me´canisme lie´ a` cette composante qui est issue d’un couplage
entre la couche de me´lange, les cellules de choc et le champ acoustique. La couche
de me´lange, relativement fine en sortie de tuye`re, est tre`s re´ceptive aux perturbations
exte´rieures. Or, les ondes acoustiques produites par l’interaction choc-turbulence, en se
propageant vers l’amont, peuvent en partie eˆtre diffracte´es par la le`vre de la tuye`re et
interagir avec la couche de me´lange. Un me´canisme de re´troaction peut ainsi se mettre
en place avec l’amplification et l’interaction de ces nouvelles instabilite´s avec les cellules
de choc. Le rayonnement intense vers l’amont engendre´ par cette dynamique est visible
sur la strioscopie de la Fig. 1.15 re´alise´e par Raman (1997) ou` deux fronts d’onde semi-
circulaires sont pre´sents de part et d’autre du jet. Le forc¸age de la couche de me´lange
a` la fre´quence fondamentale du bruit de raie est ici si intense qu’une oscillation du jet
lui-meˆme est observe´e.
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Figure 1.15 : Mise en e´vidence de la boucle de re´troaction a` l’origine du bruit de raie
par strioscopie d’un jet supersonique rectangulaire a` Mj = 1.5 d’apre`s Raman (1997)
Bien que le bruit de raie soit associe´ a` la pre´sence d’un fondamental et de plu-
sieurs harmoniques, les expe´riences de Powell (1953) se sont concentre´es dans un pre-
mier temps sur l’e´volution du fondamental en fonction des conditions d’e´jection. Si pour
une tuye`re bidimensionnelle, la fre´quence du bruit de raie diminue de fac¸on continue
avec l’augmentation du nombre de Mach, des discontinuite´s apparaissent dans le cas des
tuye`res axisyme´triques. Ces variations brutales de fre´quence, classe´es en fonction de la
re´partition azimutale de leur rayonnement, sont re´fe´rence´es comme un changement de
mode du bruit de raie. La re´alisation de mesures optiques, notamment par Sherman et al.
(1976), a re´ve´le´ que les diffe´rentes fre´quences du bruit de raie correspondent a` diffe´rents
modes d’oscillation du jet. Pour un nombre de Mach relativement faible, le rayonnement
acoustique du bruit de raie dans la direction amont est principalement axisyme´trique.
L’augmentation du nombre de Mach provoque des sauts en fre´quence correspondant a`
diffe´rents modes de battement du jet.
Par des mesures acoustiques, Sherman et al. (1976) ont e´galement montre´ que les
domaines d’e´volution des diffe´rents modes n’e´taient pas totalement disjoints, plusieurs
modes pouvant coexister et provoquer des oscillations ale´atoires brutales du jet. Toutefois,
Norum (1983) a montre´ qu’il e´tait possible de stabiliser le jet sur un mode pre´cis par
l’ajout d’une surface re´fle´chissante a` proximite´ de la le`vre de la tuye`re. Les diagrammes
de directivite´ acoustique des diffe´rentes harmoniques du bruit de raie, extraits des tra-
vaux de Norum (1983), sont reporte´s sur la Fig. 1.16. Alors que la fre´quence fondamentale
(Fig. 1.16 (a)) se propage principalement dans la direction amont de l’e´coulement, la
premie`re harmonique (Fig. 1.16 (b)), d’une amplitude bien plus faible, semble dominer
l’ensemble du spectre acoustique et rayonner fortement sur la normale au jet. Bien qu’un
pic de directivite´ reste visible dans une direction comparable a` celle du fondamental, la
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pre´sence d’une nouvelle direction privile´gie´e laisse sous-entendre une dynamique non
line´aire de cre´ation des harmoniques.
(a) (b)
Figure 1.16 : Diagrammes de directivite´ en champ lointain du fondamental (a) et de
la premie`re harmonique (b) du bruit de raie d’un jet froid supersonique a` Mj = 1.49,
re´alise´s par Norum (1983)
Le bruit de raie reste ne´anmoins fortement de´pendant des conditions amont. Lors
du de´placement de la surface re´fle´chissante jusqu’a` six diame`tres en amont, pas moins
de treize sauts en fre´quence ont e´te´ observe´s par Norum (1983). Le nombre de cellules
de choc identifiables a e´volue´ par la meˆme occasion de cinq a` onze en fonction du mode
d’oscillation du jet. En positionnant pre´cise´ment la surface au quart de la longueur
d’onde du fondamental, Nagel et al. (1983) ont montre´ qu’il e´tait possible de supprimer la
composante tonale sans alte´rer la dynamique du jet. Une subtile variation des conditions
amont a donc une influence conside´rable sur le de´veloppement des cellules de choc et
sur le rayonnement du bruit de raie.
1.3 Mode´lisation et pre´vision du bruit de jet
1.3.1 Analogies acoustiques
Par une reformulation des e´quations exactes de la dynamique des fluides en une
e´quation d’onde inhomoge`ne, Lighthill (1952, 1954) a e´te´ le premier a` proposer une
mode´lisation du bruit d’origine ae´rodynamique. L’e´quation de Lighthill est obtenue a`
partir des e´quations de Navier-Stokes :
∂ρ
∂t
+
∂
∂xi
(ρui) = 0 (1.1)
∂
∂t
(ρui) +
∂
∂xj
(ρuiuj + pδij − τij) = 0 (1.2)
ou` ρ est la masse volumique, ui la composante de la vitesse dans la direction xi, p la
pression et τij le tenseur des contraintes visqueuses. Par une manipulation des e´quations
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(1.1) et (1.2), il est possible d’e´liminer le terme ρui, soit :
∂2ρ
∂t2
=
∂2
∂xi∂xj
(ρuiuj + pδij − τij) (1.3)
En soustrayant de part et d’autre de l’e´quation (1.3) le terme c20 ∂
2ρ/∂xi∂xi, ou` c0 est la
ce´le´rite´ du son, Lighthill re´alise une se´paration formelle du proble`me entre un ope´rateur
de propagation acoustique et un terme source ou` sont concentre´s les phe´nome`nes ae´ro-
dynamiques :
∂2ρ
∂t2
− c20
∂2ρ
∂xi∂xi
=
∂2Tij
∂xi∂xj
(1.4)
avec Tij le tenseur de Lighthill, donne´ par :
Tij = ρuiuj +
(
p− ρc20
)
δij − τij (1.5)
Une analogie est ainsi e´tablie entre les fluctuations acoustiques de masse volumique
dans un fluide et celles produites par une distribution de sources ∂2Tij/∂xi∂xj dans un
milieu homoge`ne au repos. Une telle approche est qualifie´e d’analogie acoustique de par
le fait que l’origine physique du bruit se trouve remplace´e par une distribution de sources
e´quivalentes.
La re´solution de l’e´quation d’onde pre´ce´dente est obtenue par l’utilisation de la fonc-
tion de Green en champ libre, G0, de´finie comme la solution de l’e´quation aux de´rive´es
partielles :
∂2G0 (x, t|y, τ)
∂x2i
− 1
c20
∂2G0 (x, t|y, τ)
∂t2
= δ (x− y) δ (t− τ) (1.6)
avec pour conditions aux limites a` l’infini un rayonnement nul. D’un point de vue phy-
sique, elle repre´sente le signal perc¸u par un observateur en un point x a` l’instant t suite
a` une impulsion e´mise par une source en y a` un instant τ . La solution de l’e´quation (1.4)
est obtenue en re´alisant le produit de convolution de la fonction de Green en champ libre
et du terme source, soit apre`s simplification :
ρ (x, t)− ρ0 = ρ′ (x, t) = 1
4pic20
∫
V
∂2Tij
∂yi∂yj
(
y, t− |x− y|
c0
)
dy
|x− y| (1.7)
avec ρ0 la masse volumique du fluide au repos. En supposant l’observateur positionne´
en champ lointain, soit x = |x|  |y|, les approximations suivantes peuvent eˆtre faites :
|x− y| ' x et ∂
∂xi
' xi
x
1
c0
∂
∂t
(1.8)
L’e´quation (1.7) devient :
ρ′ (x, t) =
1
4pic40
xixj
x3
∫
V
∂2Tij
∂t2
(
y, t− x
c0
)
dy (1.9)
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Une mode´lisation du terme source est ne´cessaire afin d’obtenir une repre´sentation
approche´e du rayonnement acoustique. Dans le cas des jets froids subsoniques, ou de
fac¸on plus ge´ne´rale pour des applications a` faible nombre de Mach, a` nombre de Reynolds
e´leve´ et sans effets thermiques, le tenseur de Lighthill peut eˆtre simplifie´ par :
Tij ' ρ0uiuj (1.10)
En prenant la vitesse d’e´jection du jet Uj comme e´chelle de re´fe´rence pour les vitesses
et le diame`tre de la tuye`re d comme longueur de re´fe´rence, l’analyse dimensionnelle
propose´e par Lighthill (1952) fournit :
ρ′ (x, t) ∼ ρ0
(
Uj
c0
)4 d
x
(1.11)
L’intensite´ acoustique en champ lointain, de´finie comme le flux d’e´nergie acoustique par
unite´ de surface, est donne´e par :
I(x) =
c30
ρ0
〈ρ′ (x, t)〉2 ∼ ρ0U3jM5∞
(
d
x
)2
(1.12)
avec 〈 〉 la moyenne temporelle. La ce´le`bre loi d’e´volution en U8j de la puissance acous-
tique est finalement obtenue par l’inte´gration de l’intensite´ acoustique sur une sphe`re
de rayon x. A` noter que dans le cas des jets supersoniques, Ffowcs Williams (1963) a
montre´ que la prise en compte des effets de convection des sources quadripolaires, l’effet
Doppler, alte`re la loi d’e´volution en U8j de la puissance acoustique en une de´pendance
en U3j .
Plusieurs autres analogies acoustiques ont par la suite e´te´ de´veloppe´es afin d’ame´liorer
la mode´lisation propose´e par Lighthill. Lilley (1974) a ainsi de´veloppe´ une analogie acous-
tique modifie´e afin de prendre en compte les effets de re´fraction des ondes acoustiques
par la couche de me´lange. Le gradient de vitesse induit par la zone cisaille´e vient en effet
de´vier les ondes acoustiques vers l’exte´rieur du jet. Cet effet se retrouve amplifie´ dans le
cas des jets chauds de par la de´croissance de la ce´le´rite´ du son dans la direction radiale.
Goldstein (2003) a ensuite ge´ne´ralise´ ces re´sultats a` l’ensemble des e´coulements cisaille´s.
Si en the´orie les analogies acoustiques sont capables de pre´voir le rayonnement acous-
tique e´mis par un e´coulement turbulent, elles ne´cessitent ne´anmoins une connaissance
pre´alable du champ hydrodynamique afin de fournir une e´valuation pre´cise du terme
source. De nombreux mode`les ont ainsi e´te´ propose´s en s’appuyant soit sur des mesures
de corre´lations spatiales de vitesses en deux points par Davies et al. (1963), soit sur des
hypothe`ses, comme celle d’une turbulence isotrope, par Ribner (1969) et Lilley (1994)
ou plus re´cemment sur des simulations aux grandes e´chelles par Karabasov et al. (2010).
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La grande diversite´ des me´thodes employe´es souligne la limite des analogies acoustiques
qui restent souvent spe´cifiques a` un cas d’e´tude donne´.
1.3.2 Spectre de similitude
Deux me´canismes acoustiques distincts ont e´te´ mis en avant dans le cas du bruit
de me´lange turbulent. Alors que la premie`re composante est associe´e aux structures
de grande e´chelle, la seconde est ge´ne´ralement lie´e au comportement plus ale´atoire
des petites e´chelles de la turbulence. Toutes deux sont ge´ne´ratrices de bruit sur une
large gamme fre´quentielle, bien que le rayonnement des structures de grande e´chelle
soit plus intense a` basse fre´quence avec une directivite´ marque´e vers l’aval du jet. En
supposant que ces deux me´canismes soient seuls responsables du bruit des jets super-
soniques adapte´s, Tam et al. (1996) ont propose´ deux spectres de similitudes dont les
caracte´ristiques sont propres a` chacune des composantes en champ lointain. Le spectre
complet S du jet d’e´tude est de´fini comme une composition de ces deux spectres :
STam =
[
A FTam
(
f
fL
)
+B GTam
(
f
fF
)](
d
r
)2
(1.13)
avec FTam
(
f
fL
)
et GTam
(
f
fF
)
les spectres de similitude des grandes et petites e´chelles.
En l’absence d’une e´chelle de temps de re´fe´rence, la fre´quence f est normalise´e soit
par fL, la fre´quence maximale du spectre associe´e aux structures turbulentes a` grande
e´chelle, ou par fF , la fre´quence maximale du spectre associe´e aux petites e´chelles de
la turbulence. Les termes A et B sont quant a` eux les amplitudes relatives des deux
composantes.
Afin de fournir des preuves concre`tes de cette se´paration du bruit de me´lange en
deux composantes distinctes, Tam et al. (1996) ont entame´ une analyse de´taille´e de
l’ensemble des mesures re´alise´es a` l’e´poque sur les jets supersoniques par le Jet Noise
Laboratory du NASA Langley Research Center. A l’aide de cette importante base de
donne´es de plus de 1900 re´fe´rences, les fonctions du spectre de similitude FTam
(
f
fL
)
et GTam
(
f
fF
)
ont e´te´ identifie´es et valide´es sur une large gamme de nombres de Mach
allant de 1.37 a` 2.24, aussi bien dans le cas de jets froids que fortement chauffe´s. Les
deux spectres ont des formes bien distinctes, comme repre´sente´ sur la Fig. 1.17. Celui
associe´ aux structures de grande e´chelle pre´sente un pic marque´ tandis que le spectre
du bruit des petites e´chelles est plus e´tale´ en fre´quence.
Dans leur e´tude, Tam et al. (1996) ont de´couvert par la meˆme occasion que le nombre
de Mach avait peu d’influence sur le bruit de me´lange turbulent. Ainsi, cette se´paration
en deux composantes doit pouvoir se ve´rifier inde´pendamment du nombre de Mach, qu’il
soit supersonique ou au contraire subsonique. Tam et al. (1996) ont alors compare´ leur
mode´lisation par spectres de similitude avec les mesures re´alise´es par Ahuja (1973) sur
-23-
Chapitre 1. E´tat de l’art
Figure 1.17 : Spectres de similitude des deux composantes du bruit de me´lange.
( —– ) : spectre associe´ aux structures de grande e´chelle et ( - - - ) : spectre associe´
aux petites e´chelles de la turbulence d’apre`s Tam et al. (1996)
un jet froid subsonique pour Mj = 0.98. Comme observe´ sur la Fig. 1.18, l’e´cart se re´ve`le
extreˆmement faible, aussi bien a` proximite´ de l’axe du jet que sur la normale, ce qui laisse
supposer une continuite´ des me´canismes acoustiques des jets supersoniques aux jets sub-
soniques. D’apre`s Viswanathan (2004), l’effet de la tempe´rature semble eˆtre e´galement
(a) (b)
Figure 1.18 : Comparaison des spectres de similitude de Tam et al. (1996) ( —– ) et
des mesures re´alise´es par Ahuja (1973) ( ◦ ) sur un jet froid subsonique pour Mj = 0.98
pour les structures a` grande e´chelle a` ϑ = 20◦ (a)
et les petites structures a` ϑ = 90◦ (b)
correctement reproduit par cette me´thode, meˆme si des e´carts ont e´te´ remarque´s aux
faibles angles d’observation. Une distinction des me´canismes acoustiques des petites et
grandes e´chelles semble donc eˆtre pertinente. Toutefois, d’autres phe´nome`nes physiques
peuvent expliquer une telle modification du spectre en fonction de l’angle d’observation.
Morfey et al. (1978) ont notamment montre´ qu’une approximation hautes fre´quences de
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l’e´quation de Lilley, avec la prise en compte des effets de convection, de l’effet Doppler
et des effets de re´fraction, permet e´galement de reproduire fide`lement le rayonnement
acoustique d’une large gamme de jet.
Une limite de cette me´thode par spectre de similitude, malgre´ sa capacite´ a` reproduire
de fac¸on remarquable les re´sultats obtenus expe´rimentalement, reste la difficulte´ a` ex-
traire une compre´hension physique des me´canismes acoustiques en jeu dans la ge´ne´ration
du bruit de me´lange turbulent.
1.3.3 Simulation nume´rique du bruit de jet
Si la majorite´ des premie`res e´tudes sur les e´coulements de type jet e´taient d’ordre
analytique ou expe´rimental, le de´veloppement des me´thodes nume´riques et des moyens
informatiques a permis l’e´mergence d’une discipline a` part entie`re, l’ae´roacoustique
nume´rique. Ce domaine d’e´tude a pour objectifs de pre´voir le rayonnement acoustique
e´mis par un e´coulement et d’apporter une compre´hension fine des me´canismes phy-
siques en jeu. Toutefois, la disparite´ des e´chelles de longueurs entre les phe´nome`nes
ae´rodynamiques et acoustiques dans l’e´tude des jets se re´ve`le eˆtre une contrainte forte.
En effet, dans la re´gion ou` se situent les sources sonores, l’e´volution des structures tur-
bulentes est re´gie par l’e´paisseur de la couche de me´lange. L’e´chelle naturelle du champ
acoustique, ge´ne´ralement bien plus importante, correspond quant a` elle a` la plus pe-
tite longueur d’onde en mesure de transporter de l’e´nergie. Avec un facteur de l’ordre
de 103 entre les plus basses et les plus hautes fre´quences, les disparite´s temporelles sont
elles aussi significatives. Afin de re´aliser une description pre´cise du spectre acoustique, le
rayonnement large bande de la turbulence impose donc des temps de calcul conse´quents.
Diffe´rentes me´thodes de calcul existent. La premie`re, appele´e Simulation Nume´rique
Directe (DNS), consiste a` re´soudre directement les e´quations de la me´canique des fluides
instationnaires compressibles pour l’ensemble des e´chelles de la turbulence. Un maillage
tre`s fin est alors ne´cessaire afin de prendre en compte la plus petite e´chelle de la tur-
bulence, l’e´chelle de Kolmogorov η, ne´cessaire a` la dissipation d’e´nergie. Dans le cas
d’une turbulence homoge`ne et isotrope, cette disparite´ d’e´chelle est relie´e au nombre de
Reynolds par :
l
η
∼ Re3/4 (1.14)
ou` l est l’e´chelle caracte´ristique des structures a` grande e´chelle. Le nombre de Reynolds
est donc un indicateur de la richesse du spectre turbulent de l’e´coulement. Malheureu-
sement, dans la plupart des applications actuelles ou` le nombre de Reynolds est relative-
ment e´leve´, le domaine de calcul devient trop important vis-a`-vis des performances infor-
matiques actuelles. Toutefois, en se limitant a` un nombre de Reynolds de 2000, Freund
et al. (1998, 2000) ont pre´sente´ pour la premie`re fois l’utilisation d’une telle me´thode
pour de´terminer le champ acoustique proche d’un jet supersonique a` Mj = 1.92 adapte´
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en pression et le´ge`rement chauffe´ avec Tj/T0 = 1.12. Le rayonnement par ondes de Mach
obtenu nume´riquement est en parfait accord avec les mesures.
Afin d’e´tendre ces simulations nume´riques a` des nombres de Reynolds plus e´leve´s, une
me´thode alternative consiste a` re´aliser un filtrage spatial et a` re´soudre les e´quations insta-
tionnaires uniquement pour les grandes structures de la turbulence. Le roˆle dissipatif des
petites e´chelles est alors mode´lise´, ou non, par un mode`le dit de  sous-maille , il s’agit
de la Simulation des Grandes E´chelles (LES). Si la me´thode ne´cessite une discre´tisation
moins raffine´e que celle d’une DNS, elle reste ne´anmoins couˆteuse. Dans le cas de l’e´tude
du rayonnement acoustique des jets, ou` les petites e´chelles de la turbulence ont une
influence non ne´gligeable, la question du choix de la fre´quence de coupure est tre`s im-
portante. En effet, Witkowska et al. (1997) ont montre´ que la contribution acoustique
des petites structures turbulentes, non re´solues par le mode`le de sous-maille, n’e´tait
pas prise en compte. L’utilisation d’une telle me´thode reste ne´anmoins justifiable pour
l’e´tude du roˆle des structures de grande e´chelle dans les me´canismes de ge´ne´ration de
bruit.
Une revue de l’e´tat de l’art de la pre´vision du bruit de jet a e´te´ effectue´e par Bodony
et Lele (2006) selon lesquels Bogey et al. (2003) semblent eˆtre les premiers a` avoir
calcule´ avec succe`s le rayonnement acoustique en champ proche et lointain d’un jet
circulaire subsonique a` Mj = 0.9 et Red = 6.5×104 par l’interme´diaire d’une simulation
des grandes e´chelles. En plus de valider la faisabilite´ d’une telle me´thode, une forte
corre´lation a e´te´ observe´e entre la destruction intermittente de la couche de me´lange en
fin de coˆne potentiel et le bruit rayonne´ en aval de l’e´coulement.
Une alternative a` la re´solution directe du rayonnement acoustique consiste a` re´aliser
un calcul en deux e´tapes afin d’e´valuer, de la fac¸on la plus approprie´e qui soit, le champ
ae´rodynamique d’une part et le champ acoustique de l’autre. Les fluctuations en champ
proche, de´termine´es pre´alablement a` partir des e´quations de Navier-Stokes, sont utilise´es
pour la de´finition des termes sources d’un ope´rateur de propagation acoustique. Si les
informations relatives aux interactions entre les champs ae´rodynamiques et acoustiques,
comme l’effet de re´fraction, sont souvent manquantes, ces me´thodes permettent une
estimation plus rapide du champ sonore. Gamet et Estivalezes (1998) ont ainsi utilise´
les fluctuations acoustiques en champ proche d’un jet supersonique obtenues par LES
afin de de´finir un terme source cohe´rent pour leur algorithme de propagation acoustique,
en l’occurrence une me´thode de Kirchhoff. Constantinescu et Lele (2001) ont par la suite
applique´ cette de´marche au cas d’un jet subsonique a` Mj = 0.9 pour deux nombres de
Reynolds, Red = 3.6 × 103 et Red = 7.2 × 104, afin de confronter leurs re´sultats a` de
pre´ce´dentes expe´riences. La fre´quence privile´gie´e du jet pour un nombre de Strouhal St =
0.30, la localisation des sources acoustiques en fin de coˆne potentiel et la propagation
des perturbations acoustiques en champ lointain e´taient en accord avec les mesures,
appuyant la validite´ d’un tel couplage.
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1.4 Analyse de la stabilite´ des jets
1.4.1 Stabilite´ locale
Si les structures a` grande e´chelle semblent jouer un roˆle important sur le rayonnement
acoustique des jets, l’e´volution quasi-de´terministe de ces ondes d’instabilite´ a rapidement
sugge´re´ l’utilisation des me´thodes d’analyse de stabilite´ afin de les mode´liser.
La de´marche consiste a` e´tudier la stabilite´ d’un e´coulement de base stationnaire
q(x), solution des e´quations de Navier-Stokes. En pratique, la de´termination de cet
e´coulement dit e´galement porteur reste parfois de´licate. A` ce titre, une discussion sera
propose´e dans la suite de ce manuscrit. Physiquement, un tel e´coulement stationnaire
est toujours perturbe´ par de petites fluctuations q′(x, t) pouvant venir de la turbulence
exte´rieure ou d’une rugosite´ en paroi de la tuye`re. Toutefois, le but de l’analyse de
stabilite´ n’est pas d’appre´hender les me´canismes a` l’origine de ces perturbations, mais
plutoˆt de caracte´riser leurs e´volutions. Si une perturbation est amortie, l’e´coulement est
dit stable. Au contraire, si la perturbation est amplifie´e par l’e´coulement, ce dernier est
qualifie´ d’instable.
Diffe´rentes classifications des me´canismes d’instabilite´s existent. Huerre et Monkewitz
(1985) proposent une distinction entre les instabilite´s dites convectives et les instabilite´s
dites absolues en observant la re´ponse d’un syste`me soumis a` une impulsion en x = 0 et
t = 0. Comme illustre´ sur la Fig. 1.19 (a), l’instabilite´ convective est caracte´rise´e par une
convection par l’e´coulement des ondes d’instabilite´. Tous les points du syste`me e´tudie´
retrouvent un e´tat d’e´quilibre apre`s un certain temps. Au contraire dans certains cas,
Fig. 1.19 (b), la perturbation initiale envahit la totalite´ de l’e´coulement, l’instabilite´ est
alors absolue. D’autres classifications existent mais elles ne seront pas expose´es dans le
pre´sent manuscrit.
(a) (b)
Figure 1.19 : Illustration des re´ponses impulsionnelles d’une instabilite´ convective (a)
et d’une instabilite´ absolue (b) extraite de Huerre et Monkewitz (1985).
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En suivant la technique dite des petites perturbations, l’e´coulement instantane´ q(x, t),
lui-meˆme solution des e´quations de Navier-Stokes, est de´fini comme la superposition d’un
e´coulement de base stationnaire q(x) et d’une fluctuation q′(x, t) :
q(x, t) = q(x) + q′(x, t) (1.15)
Dans le syste`me de coordonne´es cylindriques (x, r, θ, t), plus adapte´ a` l’e´tude des jets,
les hypothe`ses d’axisyme´trie et de stationnarite´ de l’e´coulement de base permettent
de supprimer les de´pendances de ce dernier en azimut θ et en temps t. En supposant
l’e´coulement de base localement paralle`le, cadre de la the´orie de stabilite´ locale, ce
dernier devient fonction uniquement de la coordonne´e radiale r.
q = q(r) (1.16)
Par une approche modale, la perturbation q′(x, r, θ, t) est recherche´e sous la forme de
modes normaux, ou` la de´pendance vis-a`-vis des variables spatiales x, θ et temporelle t
est sous forme exponentielle :
q′(x, r, θ, t) = q̂(r)ei(αx+mθ−ωt) (1.17)
avec q̂(r) la fonction d’amplitude donnant l’e´volution de la perturbation dans le jet, α le
nombre d’onde axial, m le nombre d’onde azimutal et ω la pulsation temporelle. En in-
troduisant cette formulation dans les e´quations de Navier-Stokes line´arise´es, un syste`me
d’e´quations diffe´rentielles ordinaires assimilable a` un proble`me aux valeurs propres est
obtenu. Une solution, autre que la solution identiquement nulle, est alors de´termine´e si
et seulement si α,m et ω ve´rifient une relation complexe dite de dispersion :
F (α,m, ω) = 0 (1.18)
Afin de satisfaire la de´pendance spatio-temporelle de la perturbation impose´e par la
relation pre´ce´dente, les deux e´quations correspondant aux parties re´elle et imaginaire de
cette dernie`re doivent eˆtre ve´rifie´es, soit Re(F ) = 0 et Im(F ) = 0. Or, pour un nombre
d’onde azimutal fixe´, le proble`me ainsi pose´ fait intervenir quatre inconnues que sont les
parties re´elles et imaginaires du nombre d’onde axial et de la pulsation temporelle. Deux
inconnues doivent ne´cessairement eˆtre fixe´es afin de re´pondre au proble`me pose´. Pour
cela deux the´ories sont a` disposition. La the´orie temporelle, qui confe`re a` la perturbation
une amplification dans le temps en imposant α, et la the´orie spatiale ou` la perturbation
e´volue cette fois-ci en espace pour ω fixe´.
Bien que Gaster (1962) ait montre´ qu’il e´tait possible de passer d’une the´orie a` l’autre
a` proximite´ de la courbe neutre en utilisant la notion de vitesse de groupe, la the´orie
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spatiale est ge´ne´ralement privile´gie´e dans l’e´tude de la stabilite´ des e´coulements de type
jet ou` l’amplification et l’amortissement des ondes sont recherche´s spatialement et non
en un point de l’espace en fonction du temps.
La perturbation est donc de´finie comme le produit d’une exponentielle re´elle et d’une
exponentielle imaginaire pure qui caracte´risent respectivement l’amplitude et la phase
de la perturbation :
q′(x, r, θ, t) = q̂(r)e−αixei(αrx+mθ−ωt) (1.19)
Ainsi, la stabilite´ de l’e´coulement de base est uniquement fonction du signe du taux
d’amplification, αi, tel que :
αi > 0 : e´coulement de base convectivement stable (1.20a)
αi < 0 : e´coulement de base convectivement instable (1.20b)
αi = 0 : stabilite´ marginale (1.20c)
Dans leurs travaux, Crow et Champagne (1971) ont applique´ cette de´marche afin
d’estimer la validite´ de la me´thode sur une configuration re´elle. Pour cela, ils ont re´alise´
a` partir des re´sultats expe´rimentaux des analyses de stabilite´ locale en the´orie spa-
tiale et temporelle. Ils ont notamment compare´ les e´volutions du facteur d’amplification
et de la vitesse de phase en fonction du nombre d’onde. Les re´sultats sont reporte´s
sur la Fig. 1.20. A` noter que le maximum d’amplification du mode dominant trouve´
expe´rimentalement pour St = 0.3 est mis en e´vidence par la pre´sence d’un marquage
distinctif (•). Si l’estimation du taux d’amplification par la the´orie temporelle semble
eˆtre de´licate avec une erreur relative de 47 %, la pre´vision de la vitesse de phase des
modes les plus instables est correcte. L’incapacite´ e´vidente de la the´orie spatiale a` estimer
le taux d’amplification sera rapporte´e par Mattingly et Chang (1974) comme e´tant la
conse´quence du choix d’un profil de vitesse discontinu. En effet, mode´liser l’inflexion du
profil de vitesse par une ligne de glissement n’est pas suffisant pour pre´voir correctement
le de´veloppement de l’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz.
En s’appuyant sur une de´marche similaire a` celle re´alise´e par Crow et Champagne
(1971), Chan (1974a,b) a e´tudie´ les e´volutions axiale et radiale des fluctuations de pres-
sion d’un jet supersonique soumis a` un forc¸age acoustique pe´riodique. Une analyse de
stabilite´ locale en the´orie spatiale a ensuite e´te´ re´alise´e tout en prenant en compte
l’e´paississement de la couche de me´lange dans le profil de vitesse. Les nombres d’onde,
les vitesses de phase et les taux d’amplification obtenus the´oriquement ont e´te´ compare´s
aux re´sultats expe´rimentaux et valide´s, apportant de nouvelles preuves de la structure
ondulatoire des couches de me´lange turbulentes. Ne´anmoins, bien que Chan (1974a,b)
ait observe´ une amplification maximum du mode dominant pour un nombre de Strouhal
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(a) (b)
Figure 1.20 : Comparaison du facteur d’amplification (a) et de la vitesse de phase (b)
issus des mesures (◦) et de la stabilite´ locale en the´orie spatiale ( —– ) et temporelle
( - - - ) extraite des travaux de Crow et Champagne (1971). (•) correspond au maximum
d’amplification du mode dominant mesure´ expe´rimentalement.
conforme aux observations de Crow et Champagne (1971), des e´carts apparaissent vis-
a`-vis de l’estimation de la position axiale de ce maximum. Deux phe´nome`nes sont a`
conside´rer afin d’ame´liorer ces pre´visions. Tout d’abord, Crighton et Gaster (1976) ont
reconnu l’importance de la prise en compte de la faible divergence du jet. En effet,
les faibles variations axiales du champ moyen doivent eˆtre retenues afin de conside´rer
l’e´volution axiale des modes instables des jets. Le second parame`tre est la prise en
compte des effets non-line´aires. En effet, suite a` une analyse de´taille´e des jets force´s,
Moore (1977) a montre´ la pre´sence d’effets non-line´aires de`s que l’amplitude initiale
est supe´rieure a` 0.02 % du maximum de la vitesse axiale. Dans le cas des travaux de
Crow et Champagne (1971), ou` l’amplitude initiale est supe´rieure a` 1 %, une saturation
en amplitude provoque´e par la naissance d’une harmonique met en de´faut la the´orie
line´aire.
Si cette the´orie, de par son caracte`re local, ne peut tenir compte de l’histoire de
l’e´volution axiale des instabilite´s, qui est essentielle a` l’estimation du rayonnement acous-
tique des ondes instables, elle reste ne´anmoins le point de de´part de toute analyse de
stabilite´.
1.4.2 Me´thode des e´chelles multiples
Afin de conside´rer les faibles variations des caracte´ristiques de l’e´coulement de base
dans la direction axiale x, Saric et Nayfeh (1975) ont propose´ l’introduction d’une nou-
velle e´chelle de variation telle que :
q = q(s, r) avec s = ε x (1.21)
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ou` s est une variable lente et ε est un petit parame`tre repre´sentatif de la faible divergence
du jet.
Un de´veloppement en se´rie de εn est alors re´alise´ sur les perturbations (1.22) afin de
prendre en compte la faible de´pendance en x des fonctions d’amplitude sous la forme
d’une de´pendance en s.
q′(x, r, θ, t) =
( ∞∑
k=0
εk q̂(s, r)
)
e
i
(∫ x
x0
α(ξ)dξ+mθ−ωt
)
(1.22)
ou` α(s) est de´sormais fonction de la position axiale x. L’introduction de cette de´compo-
sition modale dans les e´quations de Navier-Stokes line´arise´es conduit a` un nouveau
syste`me d’e´quations, hie´rarchise´ suivant les puissances de ε. La re´solution est alors ef-
fectue´e successivement par ordre croissant des puissances de ε. A` l’ordre 0, l’e´quation
diffe´rentielle homoge`ne pre´alablement e´tablie dans le cadre de la the´orie de stabilite´
locale est retrouve´e. Aux ordres supe´rieurs, des termes relatifs a` la prise en compte
de l’e´vasement du jet apparaissent. Les de´veloppements mathe´matiques devenant im-
portants avec l’ordre e´tudie´, une approximation au premier ordre est ge´ne´ralement
conside´re´e comme suffisante.
Si cette me´thode des e´chelles lentement variables, ou e´chelles multiples, a e´te´ adapte´e
dans un premier temps a` l’analyse de la transition laminaire-turbulent des couches li-
mites, Crighton et Gaster (1976) l’ont applique´e a` la caracte´risation des ondes d’instabi-
lite´ se de´veloppant dans les jets circulaires. Malgre´ un excellent accord avec les mesures
de Crow et Champagne (1971) sur l’estimation de la longueur d’onde, d’autres quantite´s,
comme le taux d’amplification, semblent toujours difficiles a` pre´voir.
Une explication de ces e´carts peut venir du fait que Crighton et Gaster (1976) ont
concentre´ leur analyse sur l’e´volution des modes axisyme´triques, soit pour un nombre
d’onde azimutal nul (m = 0). Chan et Templin (1974) puis Moore (1977) ont en ef-
fet montre´ de manie`re expe´rimentale que les taux d’amplification des premiers modes
he´lico¨ıdaux (m = ±1) pouvaient eˆtre similaires a` ceux des modes axisyme´triques. Pour
un profil de vitesse gaussien, correspondant a` la phase pleinement de´veloppe´e du jet, ils
ont meˆme remarque´ que les modes he´lico¨ıdaux continuaient leur amplification contrai-
rement aux modes axisyme´triques, qui e´taient eux amortis. Sur une configuration si-
milaire, Plaschko (1979) a comple´te´ cette e´tude en analysant l’amplification des deux
premiers modes he´lico¨ıdaux (m = 1, 2). Si, pour un nombre de Strouhal e´leve´, le mode
axisyme´trique semble eˆtre le plus instable, il a montre´ que pour des nombres de Strouhal
plus modestes, le premier mode he´lico¨ıdal est le plus amplifie´.
Bien que l’utilisation de la me´thode des e´chelles multiples permette une pre´vision cor-
recte des taux d’amplification de diffe´rents modes instables des jets, le roˆle des instabilite´s
dans le me´canisme de ge´ne´ration de bruit des e´coulements turbulents n’est jusqu’alors
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pas traite´. Par la me´thode des de´veloppements asymptotiques raccorde´s, Tam et Burton
(1984a,b) ont e´tendu le caracte`re local de la solution hydrodynamique obtenue par la
me´thode des e´chelles multiples a` une solution globale valide en champ lointain. La pro-
pagation et le rayonnement acoustique des fluctuations de pression ge´ne´re´es en champ
proche par les ondes d’instabilite´ peuvent ainsi eˆtre de´termine´s. Une comparaison des
niveaux de pression en champ proche obtenus expe´rimentalement et nume´riquement est
repre´sente´e sur la Fig. 1.21 ou` le pic de directivite´ dans la direction aval de l’e´coulement
et les niveaux de pression sont correctement reproduits.
(a) (b)
Figure 1.21 : Contours des niveaux de pression en champ proche d’un jet excite´ a`
un nombre de Strouhal St = 0.2 mesure´s expe´rimentalement par Troutt et McLaughlin
(1982) (a) et calcule´s par Tam et Burton (1984b) (b).
Un autre re´sultat important publie´ par Crighton et Huerre (1990) concerne le prin-
cipe de la modulation en amplitude de l’onde, qui explique un des me´canismes du rayon-
nement acoustique des jets subsoniques. Ils ont note´ qu’une onde a` amplitude constante
se propageant a` une vitesse de phase subsonique n’engendre pas de bruit. Son spectre
de nombre d’onde est alors caracte´rise´ par une valeur discre`te. En revanche, si une onde
croˆıt d’abord en amplitude avant de s’amortir spatialement, son spectre de nombres
d’onde s’e´tale autour de sa valeur principale. Certaines composantes, notamment pour
des faibles nombres d’onde, peuvent alors se propager a` des vitesses de phase superso-
niques et rayonner en champ lointain. L’e´largissement du spectre des nombres d’onde
est d’autant plus important que le phe´nome`ne de croissance et de de´clin en amplitude
de l’onde est brutal. Il est de´sormais connu que ce phe´nome`ne se trouve justement eˆtre
plus intense dans le cas des jets subsoniques. Les structures a` grande e´chelle sont donc
tout a` fait capables de produire un rayonnement intense par ondes de Mach meˆme a` des
nombres de Mach relativement faibles.
En plus du phe´nome`ne de modulation spatiale, Guj et al. (2003) et Hileman et al.
(2005) ont note´ expe´rimentalement que les structures cohe´rentes a` grande e´chelle appa-
raissaient non pas de fac¸on re´gulie`re mais par intermittence, par bouffe´es. En re´alisant
une mode´lisation des ondes d’instabilite´ sous la forme d’enveloppes gaussiennes mo-
dule´es temporellement, Sandham et al. (2006) ont e´galement montre´ un rayonnement
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directif des paquets d’ondes ayant des vitesses de phase subsonique. Une e´tude des ef-
fets de l’e´tendue et de la localisation spatio-temporelle de ces paquets d’ondes sur le
rayonnement acoustique en champ lointain a e´te´ re´alise´e par Cavalieri et al. (2011).
En mode´lisant les e´volutions spatiales et temporelles des paquets d’ondes sous la forme
d’enveloppes gaussiennes, Cavalieri et al. (2011) ont applique´ leur mode`le sur le cas
d’un jet subsonique a` Mj = 0.9 obtenu nume´riquement par DNS et LES. Les niveaux
de pression obtenus en champ lointain sont tre`s proches des re´sultats nume´riques avec
une diffe´rence de l’ordre de 1.5 dB, contre 10 dB dans le cas d’un paquet d’onde module´
uniquement en espace. L’e´volution temporelle des structures cohe´rentes a` grande e´chelle
a donc e´galement un effet significatif sur le rayonnement acoustique des jets subsoniques.
Si cette me´thode permet une e´valuation correcte des caracte´ristiques des ondes d’in-
stabilite´ et de leur impact sur le rayonnement acoustique, la prise en compte des effets
non line´aires reste de´licate.
1.4.3 E´quations de stabilite´ parabolise´es (PSE)
Les e´quations de stabilite´ parabolise´es sont une ge´ne´ralisation de l’analyse de stabi-
lite´ locale. Cette me´thode, conc¸ue a` l’origine par Bertolotti et Herbert (1991) et Herbert
(1994, 1997) afin de traiter simultane´ment les effets non paralle`les et non line´aires des
couches limites, est en re´alite´ applicable a` l’ensemble des e´coulements faiblement diver-
gents pre´sentant une situation d’instabilite´s convectives. Dans le cas pre´sent, les PSE
sont utilise´es afin de mode´liser les ondes d’instabilite´ en partie responsables du rayon-
nement acoustique directif des jets turbulents vers l’aval de l’e´coulement. La pertur-
bation est e´crite sous la forme d’une double se´rie de Fourier, en azimut et en temps,
avec m le nombre d’onde azimutal, ω la pulsation temporelle, n l’ordre de l’harmo-
nique fre´quentielle et q˜m,n une fonction modale associe´e au mode (m,n). En plus de
tenir compte de la faible divergence de l’e´coulement, cette formulation a pour avantage
de conside´rer les interactions croise´es entre modes. En pratique, une limitation a` un
nombre fini (M,N) de modes re´sonants est ne´cessaire, ce qui conduit a` une troncature
des se´ries de Fourier. Les e´chelles non re´solues sont alors contenues formellement dans
le terme q′′, soit finalement :
q′(x, r, θ, t) =
+N∑
n=−N
+M∑
m=−M
q˜m,n(x, r) e
i(mθ−nωt) + q′′ (1.23)
L’hypothe`se d’un e´coulement faiblement divergent dans la direction axiale permet la
de´composition de la fonction modale q˜m,n en un terme d’amplitude lentement variable
q̂m,n et un terme ondulatoire Am,n absorbant les variations axiales rapides de l’onde :
q˜m,n(x, r) = q̂m,n(x, r) · Am,n(x) = q̂m,n(x, r) γm,n exp
[
i
∫ x
x0
αm,n(ξ)dξ
]
(1.24)
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ou` γm,n est une fonction de l’amplitude et de la phase initiales du mode (m,n). A`
noter que ce comportement sera re´gi par la condition de normalisation pre´sente´e ci-
apre`s. Cette nouvelle de´composition modale est ensuite introduite dans les e´quations
de Navier-Stokes perturbe´es. Apre`s soustraction de la contribution de l’e´coulement de
base et en ne´gligeant les de´rive´es secondes dans la direction axiale de q̂m,n et de αm,n,
suppose´es d’ordre infe´rieur, un syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles non homoge`ne
quasi-parabolique est obtenu pour chaque mode (m,n) :
Pm,n (q̂m,n) = −Fm,n
Am,n
− F
′′
m,n
Am,n
(1.25)
Le terme de gauche de l’e´quation pre´ce´dente est un ope´rateur line´aire vis-a`-vis du mode
(m,n) alors que le membre de droite concentre l’ensemble des contributions non line´aires
entre modes. Les interactions croise´es entre les modes conside´re´s sont incluses dans la
fonction Fm,n alors que celles faisant intervenir les e´chelles non re´solues sont recueillies
par la fonction F ′′m,n. Bien que ge´ne´ralement le terme F ′′m,n soit ne´glige´ dans la
re´solution des PSE, une mode´lisation de ce dernier peut tout a` fait eˆtre envisage´e afin
de tenir compte de l’ensemble des e´chelles de la turbulence, comme re´alise´ par Rodr´ıguez
et al. (2011).
Une relation supple´mentaire est toutefois ne´cessaire a` la fermeture du proble`me.
Comme souligne´ par Herbert (1997), une condition de normalisation est impose´e indi-
viduellement a` chaque mode pour garantir l’hypothe`se d’une lente variation axiale des
amplitudes q̂m,n :
Nm,n =
∫ ∞
0
q̂†m,n
∂q̂m,n
∂x
dr = 0 (1.26)
ou` l’exposant † traduit le complexe conjugue´.
Bien qu’une ellipticite´ re´siduelle soit pre´sente, comme note´ par Li et Malik (1996), le
caracte`re quasi-parabolique des e´quations permet leur re´solution par une simple me´thode
de marche en avant dans la direction axiale de l’e´coulement de base, ce qui attribue
aux PSE une grande efficacite´ pour un couˆt du calcul nume´rique faible. Ne´anmoins, a`
l’exte´rieur du jet, de par le caracte`re omnidirectionnel des ondes acoustiques, aucune di-
rection n’est a priori privile´gie´e. Ainsi, cette me´thode doit ne´cessairement eˆtre couple´e a`
un algorithme de propagation, similaire a` ceux utilise´s en ae´roacoustique nume´rique, afin
d’e´valuer le rayonnement acoustique des ondes d’instabilite´. Par ailleurs, contrairement
a` la me´thode des e´chelles multiples, ou` une singularite´ apparaˆıt lorsque la vitesse de
phase de l’onde est e´gale a` la vitesse de convection du jet, le contournement des poˆles du
syste`me dans le plan complexe n’est pas ne´cessaire. Avec une implantation nume´rique
plus aise´e que la me´thode des e´chelles multiples, les PSE line´aires se re´ve`lent pertinentes
et efficaces pour la pre´vision de l’effet d’accumulation.
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Si les PSE permettent de tenir compte des effets faiblement non line´aires, elles ont
e´te´ dans un premier temps tre`s largement valide´es et utilise´es dans leur version line´aire
en ne´gligeant le terme non homoge`ne de l’e´quation (1.25). Yen et Messersmith (1998,
1999) ont applique´ cette mode´lisation au cas d’un jet incompressible analytique ainsi
que sur une configuration de jet froid supersonique a` Mj = 2.1, pre´alablement e´tudie´
expe´rimentalement par Troutt et McLaughlin (1982). Dans le cas du jet supersonique,
par un couplage des PSE line´aires avec un mode`le de propagation acoustique, un tre`s bon
accord est rapporte´ par Balakumar (1998) vis-a`-vis de l’estimation des directivite´s as-
socie´es aux perturbations de pression du premier mode he´lico¨ıdal pour deux fre´quences,
St = 0.20 et St = 0.40. Dans le cas d’un jet chaud subsonique a` Mj = 0.7 et Tj/T0 = 3.0,
Piot et al. (2006) ont e´galement montre´ une excellente pre´vision des perturbations de
pression obtenues en champ proche jusqu’en fin de coˆne potentiel a` l’aide des PSE, en
comparant leurs re´sultats a` la fois a` des mesures en chambre ane´cho¨ıque et a` une simu-
lation nume´rique aux grandes e´chelles. Gudmundsson et Colonius (2011) ont applique´
cette me´thodologie a` l’e´tude des jets subsoniques chauds et froids pour des nombres de
Mach compris entre 0.5 et 0.9. Afin de comparer les re´sultats obtenus par simulation
avec les mesures, une de´composition orthogonale aux valeurs propres (POD) a e´te´ ap-
plique´e aux mesures afin d’extraire les contributions respectives du mode axisyme´trique
et des deux premiers modes he´lico¨ıdaux. La Fig. 1.22 montre a` quel point les pre´visions
des amplitudes et des angles de phase des perturbations obtenues par les PSE line´raires
sont satisfaisantes, y compris dans la zone d’amortissement de l’onde une fois la POD
re´alise´e.
Figure 1.22 : Amplitudes et angles de phase des perturbations de pression a` St = 0.35
sur l’antenne line´aire positionne´e en champ proche d’un jet froid subsonique Mj = 0.9,
(◦) : Mesures, () : 1er mode POD et ( —– ) Re´sultats PSE d’apre`s
Gudmundsson et Colonius (2011)
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Des e´tudes ont e´galement e´te´ entreprises sur des configurations plus complexes. Le´on
et Brazier (2011) et Le´on (2012) ont notamment e´value´ le me´canisme de ge´ne´ration de
bruit associe´ aux grandes e´chelles de la turbulence dans le cas des jets subsoniques
double-flux, avec un jet primaire chaud et un jet secondaire froid, tre`s proches des confi-
gurations re´elles. Ils ont remarque´ l’apparente dominance acoustique en champ lointain
des modes axisyme´triques de la couche de me´lange interne. Le rayonnement acoustique
de la couche de me´lange externe s’est re´ve´le´ quant a` lui moins important. En effet, les
auteurs expliquent que contrairement a` la couche de me´lange interne chaude qui, avec
une vitesse de phase supersonique par rapport au milieu ambiant, rayonne par onde de
Mach, la couche de me´lange externe froide posse`de une vitesse de phase subsonique et
ne peut rayonner qu’a` travers le me´canisme de modulation spatiale de l’amplitude.
La prise en compte des effets non line´aires par les PSE a e´te´ re´alise´e par Malik et
Chang (2000) sur un jet supersonique a` Mj = 2.5, en appuyant leurs re´sultats sur les me-
sures effectue´es par Morrison et McLaughlin (1980). Si les interactions subharmoniques
entre un mode axisyme´trique a` la fre´quence f et un mode he´lico¨ıdal a` la fre´quence f/2
sont importantes pour l’e´tude de la transition laminaire-turbulent, cette non-line´arite´
s’est ave´re´e inefficace dans le rayonnement acoustique des jets. Au contraire, de fac¸on si-
milaire aux observations effectue´es par Chang et Malik (1994) sur les couches de me´lange
supersoniques, les re´sonances entres modes he´lico¨ıdaux, m = ±1, provoquent de fortes
non-line´arite´s comme une saturation en amplitude de l’onde, un remplissage rapide du
spectre des modes et une importante de´formation de l’e´coulement moyen. L’ajout d’un
algorithme de propagation acoustique base´ sur l’analogie de Lilley (1974) afin d’e´tudier
l’influence des non-line´arite´s sur le rayonnement acoustique des jets a e´te´ entrepris par
Cheung et al. (2007). Une grande varie´te´ de configurations a e´te´ passe´e en revue, allant
des jets subsoniques aux jets supersoniques, chauffe´s ou non. Pour les jets supersoniques,
les PSE, en tre`s bon accord avec les re´sultats DNS, semblent capables de capturer a` la
fois le champ hydrodynamique proche et le champ acoustique lointain. En subsonique,
le champ proche est une fois de plus en accord avec les simulations nume´riques directes.
Des phe´nome`nes complexes comme l’enroulement et l’appariement tourbillonnaire sont
correctement reproduits. En champ lointain ne´anmoins, le couplage propose´ par Cheung
et al. (2007) s’ave`re ne´cessaire afin de ne pas sous-estimer les amplitudes de pression.
Un second me´canisme d’interaction non line´aire a e´galement e´te´ e´tudie´ a` l’aide des PSE
par Salgado et al. (2010b,a) dans le cas des jets subsoniques force´s. Ronneberger et
Ackermann (1979) proposent en effet que le pic de directivite´ observe´ en champ lointain
pour une fre´quence dominante plus faible qu’en champ proche soit cause´ par une inter-
action d’harmoniques fre´quentielles d’ordre plus e´leve´. Une tre`s bonne corre´lation avec
les mesures de Stromberg et al. (1980) est obtenue et les auteurs soulignent que le rayon-
nement acoustique ge´ne´re´ par deux modes force´s est plus efficace qu’un forc¸age direct du
mode a` basse fre´quence. Pour les jets naturels turbulents en revanche, Rodr´ıguez et al.
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(2011) notent que la richesse du spectre des modes re´duit conside´rablement l’efficacite´
d’un tel me´canisme.
1.5 Strate´gies de controˆle pour la re´duction du bruit de
jet
1.5.1 Les principes d’action
La re´duction des nuisances sonores engendre´es par les avions au cours des trente
dernie`res anne´es est principalement due a` l’essor des tuye`res co-axiales e´jectant un jet
double-flux. Un exemple de ces tuye`res est repre´sente´ sur la Fig. 1.23. Le jet primaire
central chaud se trouve entoure´ d’un e´coulement secondaire pe´riphe´rique froid qui, par
augmentation du de´bit massique total, permet d’augmenter la pousse´e utile des tur-
bore´acteurs. Pour une meˆme pousse´e, la vitesse de sortie du jet primaire peut donc eˆtre
re´duite, ce qui conduit, comme souligne´ par Morris et Viswanathan (2011), a` de fortes di-
minutions du rayonnement acoustique et de la consommation en carburant. Cependant,
le recours a` cette technologie atteint aujourd’hui ses limites. En effet, l’augmentation
des performances des tuye`res double-flux impose une augmentation du diame`tre de la
souﬄante qui est aujourd’hui limite´e par les contraintes dimensionnelles et structurelles
de l’avion, ainsi que par les normes de se´curite´ relatives a` l’environnement ae´roportuaire.
(a) (b)
Figure 1.23 : Photographie d’une tuye`re double-flux de type short-cowl (a) et
de´finition de sa ge´ome´trie (b) extrait de Tinney et Jordan (2008)
De nouvelles me´thodes innovantes de re´duction de bruit sont ainsi a` l’e´tude. Certaines
se proposent d’agir directement sur les sources acoustiques par une modification de
la dynamique des structures turbulentes e´voluant dans la couche de me´lange du jet.
D’autres approches, quant a` elles, s’appuient sur les phe´nome`nes intervenant dans la
propagation acoustique en milieu exte´rieur afin de limiter ou de modifier le rayonnement
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acoustique des sources en champ lointain. Dans les deux cas, une connaissance avance´e
des me´canismes en jeu dans la production de bruit par un jet turbulent est ne´cessaire.
Une distinction en deux cate´gories est toutefois re´alise´e en fonction de la ne´cessite´ ou
non d’un apport en e´nergie exte´rieure. Les dispositifs passifs, qui ne font appel a` aucune
source d’e´nergie supple´mentaire, consistent ge´ne´ralement a` influer sur les conditions
initiales du jet par une modification de la ge´ome´trie de la tuye`re. Les dispositifs actifs
en revanche permettent un pilotage dynamique de la couche de me´lange et offrent un
e´ventail plus large de possibilite´s. A` titre d’exemple, lorsqu’un controˆle du bruit de jet
n’est plus une ne´cessite´, en re´gime de croisie`re notamment, le dispositif peut eˆtre rendu
inactif pour limiter les pertes de pousse´e qu’il pourrait induire. Ce type de controˆle
se divise lui-meˆme en deux sous-cate´gories, les controˆles actifs en boucle ouverte et
les controˆles actifs en boucle ferme´e. En boucle ouverte, l’activation et le re´glage des
actionneurs sont pre´de´termine´s ou commande´s par un ope´rateur. En boucle ferme´e, des
informations sur l’e´coulement sont pre´leve´es par un ou des capteurs afin d’adapter au
mieux la commande de l’actionneur par un syste`me de re´troaction.
Dans la suite de cette section, on pre´sente quelques exemples de dispositifs passifs
et actifs en boucle ouverte existants ou a` l’e´tude, ainsi que les conse´quences de leurs
actions sur les jets.
1.5.2 Controˆle passif des sources acoustiques
Le rayonnement acoustique d’un jet est fortement influence´ par les conditions initiales
de ce dernier. Dans le but d’isoler divers phe´nome`nes, Viets et Sforza (1972) et Dhanak
et Bernardinis (1981) ont e´tudie´ a` la fois the´oriquement et expe´rimentalement la stabilite´
d’un anneau tourbillonnaire elliptique isole´. Ils ont montre´ que sa forme elliptique conduit
a` une variation azimutale de son auto-induction et en aucun cas sa forme initiale ne
peut se conserver, contrairement a` son homologue circulaire. Dans la continuite´ de ces
travaux, Hussain et Husain (1989) et Husain et Hussain (1991, 1993) ont re´alise´ une vaste
campagne de mesures sur les tuye`res elliptiques. Ils ont observe´ que l’utilisation d’une
ge´ome´trie elliptique provoquait une re´duction de la vitesse de convection des structures
turbulentes, une de´formation des couches de me´lange et une diminution significative du
bruit.
Si une modification de la ge´ome´trie de la tuye`re n’est pas toujours envisageable,
une manie`re diffe´rente de de´truire l’axisyme´trie de l’e´coulement consiste a` cre´er de la
vorticite´ longitudinale, au de´triment de la vorticite´ azimutale, par l’introduction de
pie`ces me´caniques aux le`vres de la tuye`re, comme des onglets. Les onglets correspondent
a` des rabats de forme varie´e au bord de fuite de la tuye`re. Ils pe´ne`trent dans l’e´coulement
avec un angle pouvant aller jusqu’a` 45◦. Bradbury et Khadem (1975) ont remarque´ que
l’ajout d’onglets rectangulaires en pe´riphe´rie de la tuye`re avait un effet significatif sur
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le de´veloppement du jet. Par la simple introduction de deux onglets, ils ont note´ une
dynamique surprenante avec une quasi-se´paration du jet en deux. Dans le cas des jets
supersoniques, Samimy et al. (1991) ont remarque´ que les modifications importantes
provoque´es par les onglets sur les cellules de choc, provoquaient une disparition du bruit
de raie. Apre`s une e´tude extensive de l’influence du nombre d’onglets, de leur forme et
de leur taux de pe´ne´tration dans l’e´coulement, deux onglets triangulaires incline´s avec
un angle de 45◦ vers l’inte´rieur du jet semblent eˆtre la configuration la plus efficace en
terme de re´duction de bruit, d’apre`s Zaman et al. (1992). D’un point de vue physique,
l’introduction d’un onglet dans l’e´coulement conduit a` la formation de deux tourbillons
contra-rotatifs de part et d’autre de sa base qui scindent le jet principal en autant de jets
secondaires que le nombre d’onglets pre´sents. Hileman (2004) sugge`re que son efficacite´
est due a` une modification du caracte`re azimutal des e´missions acoustiques. La Fig. 1.24
montre en effet une faible e´mission acoustique dans la zone de vorticite´ longitudinale
qui conduit a` un aplatissement de la re´gion source. Toutefois, la re´duction de la section
de sortie conduit a` des pertes de pousse´e non ne´gligeables de l’ordre de 0.30% pour des
applications industrielles.
(a) (b)
Figure 1.24 : Densite´ de probabilite´ bidimensionnelle de localisation de source acous-
tique sur une section perpendiculaire a` l’axe d’un jet supersonique a` Mj = 1.3 pour
une tuye`re classique (a) et l’ajout de deux onglets (b), extrait de Hileman (2004)
Afin de limiter ces pertes, l’utilisation de tuye`res dentele´es ou lobe´es est e´galement
possible. A` noter toutefois, que l’introduction de turbulence ge´ne`re ine´vitablement une
augmentation plus ou moins raisonnable de la consommation de carburant. Une e´tude
parame´trique a e´te´ re´alise´e par Bridges et Brown (2004) afin de de´terminer une rela-
tion entre la ge´ome´trie des chevrons, les caracte´ristiques de l’e´coulement et le rayonne-
ment acoustique en champ lointain. Dix mode`les de le`vres ont ainsi e´te´ teste´s en mo-
difiant le nombre de chevrons, leur longueur, leur angle de pe´ne´tration et leur syme´trie
de re´partition, comme repre´sente´ sur la Fig. 1.25. Si la longueur des chevrons a peu
d’influence sur l’e´coulement et le bruit engendre´, l’impact de l’angle de pe´ne´tration
-39-
Chapitre 1. E´tat de l’art
est immense avec une re´duction du bruit a` basse fre´quence et une augmentation a`
haute fre´quence. En effet, Callender et Gutmark (2005) ont note´ une re´duction a` basse
fre´quence de 8 dB par l’utilisation d’une tuye`re a` chevrons optimise´s. Cependant, le
bruit a` haute fre´quence est quant a` lui augmente´ de 5 dB. Ils ont e´galement montre´
qu’une asyme´trie de re´partition des chevrons est moins efficace d’un point de vue de
l’acoustique. Si ce dispositif semble prometteur, les gains obtenus restent relativement
faibles et les pertes de pousse´e de l’ordre de 0.15%, bien que diminue´es de moitie´, sont
toujours non ne´gligeables.
Figure 1.25 : Photographie de tuye`res a` chevrons re´alise´e par Bridges et Brown (2004)
1.5.3 Dispositifs actifs de controˆle continu
Afin de reme´dier a` la perte de pousse´e syste´matiquement induite par les dispositifs de
controˆle me´canique, des e´tudes tentent d’agir sur le jet a` l’aide d’actionneurs acoustiques,
fluidiques ou plasmas. Le syste`me serait ainsi rendu inactif en phase de croisie`re afin de
ne pas de´grader les performances en vol de l’avion.
Suite au vol inaugural de la fuse´e Ariane 5 le 4 juin 1996, qui s’est malheureusement
solde´ par un e´chec, Zoppellari et Juve´ (1998) et Ge´ly et al. (2000) ont e´tudie´ l’effet d’une
injection continue d’eau en sortie de buse en vue d’une application pour l’industrie
spatiale. Cette me´thode s’est ave´re´e particulie`rement efficace avec une re´duction du
bruit rayonne´ de 7 dB pour un jet chaud fonctionnant a` Mj = 1.7. Une des principales
limitations reste ne´anmoins le rapport des de´bits massiques de l’eau et de l’air de l’ordre
de 4. Meˆme si Krothapalli et al. (2003) ont montre´ qu’il e´tait possible d’obtenir des
re´sultats similaires pour un jet chaud subsonique avec un rapport de de´bits massiques
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de 0.17, l’approvisionnement en eau reste une contrainte forte qui ne laisse pas envisager
aujourd’hui une utilisation possible sur un ae´ronef.
Un controˆle fluidique par une injection continue d’air semble quant a` lui plus envi-
sageable. Des mesures par Ve´locime´trie par Images de Particules (PIV) ont e´te´ re´alise´es
par Arakeri et al. (2003) afin d’e´tudier l’effet de micro-jets sur l’ae´rodynamique et le
champ proche acoustique d’un jet axisyme´trique subsonique a` Mj = 0.9. Une diminu-
tion significative de l’intensite´ turbulente a e´te´ note´e ainsi qu’une re´duction de 2 dB des
niveaux de pression dans la direction late´rale du jet pour un de´bit massique de seulement
1.12 % avec pour re´fe´rence le jet principal. En remarquant que les micro-jets avaient un
effet stabilisateur sur le jet, par une re´duction du pic de vorticite´ dans la couche de
me´lange suite a` une modification du profil de vitesse moyenne, Arakeri et al. (2003)
ont e´voque´ le fait qu’une alte´ration de la stabilite´ de la couche de me´lange initiale peut
conduire a` une modification significative de la dynamique et du rayonnement acoustique
du jet.
Afin de comprendre les me´canismes d’interaction entre le jet et le filet d’air issu du
dispositif, Laurendeau et al. (2008) ont re´alise´, en paralle`le avec des mesures PIV et LDV
sur un jet a` faible nombre de Mach, une simulation nume´rique directe sur une couche
de me´lange plane. Le montage expe´rimental est pre´sente´ sur la Fig. 1.26. Deux zones
ont pu eˆtre identifie´es : une re´gion a` proximite´ des le`vres de la buse ou` la dynamique
est domine´e par les interactions entre le jet principal et les microjets, et une re´gion
lointaine ou` le jet retrouve un comportement similaire a` celui d’un jet non perturbe´
avec toutefois une diminution notable de l’intensite´ turbulente. En effet, l’e´jection d’un
filet d’air fortement turbulent a un effet spectaculaire sur la production locale d’e´nergie
cine´tique turbulente qui se trouve re´duite de 70%. Une modification notable des e´chelles
inte´grales radiales a e´galement e´te´ souligne´e.
De fac¸on similaire aux travaux re´alise´s par Bridges et Brown (2004) sur les onglets,
Castelain et al. (2008) ont re´alise´ une e´tude parame´trique expe´rimentale pour quantifier
l’impact du de´bit massique, du nombre, de la re´partition et du diame`tre des micro-
jets sur le rayonnement acoustique d’un jet subsonique. Pour cela, deux syste`mes de
controˆle ont e´te´ utilise´s, un de 36 micro-jets de 1 mm de diame`tre et un de 16 micro-
jets avec une tuye`re amovible pour e´tudier l’effet du diame`tre. Une photographie de
chaque dispositif est pre´sente´e sur la Fig. 1.27. Que ce soit en aval ou perpendiculaire-
ment a` l’axe du jet, une re´duction du bruit est observe´e avec l’augmentation du de´bit.
Cependant, les micro-jets n’influencent pas le domaine fre´quentiel de fac¸on uniforme.
En effet, si en aval les micro-jets re´duisent de fac¸on privile´gie´e les basses fre´quences
St ≤ 0.5, perpendiculairement a` l’axe du jet ce sont les fre´quences interme´diaires qui
sont concerne´es 0.5 ≤ St ≤ 2.5. Toutefois a` partir d’un certain de´bit massique, la
cre´ation de hautes-fre´quences St ≥ 2.5 par les micro-jets compense la re´duction aux
fre´quences interme´diaires et limite l’effet du de´bit massique dans la direction late´rale
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(a) (b)
Figure 1.26 : Photographie (a) et vue axiale sche´matique (b) d’une tuye`re e´quipe´e
d’un syste`me de controˆle par jets fluidiques extrait de Laurendeau et al. (2008)
du jet. Castelain et al. (2008) ont e´galement note´ que le rayonnement acoustique du jet
diminue avec l’augmentation du nombre de micro-jets. En revanche, pour un nombre
important de micro-jets, l’effet du nombre semble eˆtre limite´. En e´tudiant l’effet de la
re´partition azimutale des micro-jets, ils ont montre´ que cette perte d’efficacite´ des micro-
jets apparaˆıt lorsque les interactions entre micro-jets sont significatives. Un espacement
minimum est donc ne´cessaire pour profiter pleinement de la re´duction du rayonnement
acoustique offerte par le syste`me. De meˆme, la re´duction du bruit de jet augmente signi-
ficativement avec le diame`tre des micro-jets, appuyant une fois de plus le roˆle du de´bit
massique.
(a) (b)
Figure 1.27 : Photographies des syste`mes de controˆle par 36 micro-jets de 1 mm de
diame`tre (a) et par 16 micro-jets avec tuye`res amovibles (b)
extrait de Castelain et al. (2008)
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1.5.4 Dispositifs actifs de controˆle instationnaire
Une approche diffe´rente consiste a` utiliser des dispositifs de controˆle pilote´s en
fre´quence sur une gamme proche de celle des instabilite´s de l’e´coulement. La motivation
premie`re qui a conduit a` l’utilisation de tels dispositifs e´tait de pouvoir re´gulariser l’en-
roulement et l’appariement tourbillonnaire des structures cohe´rentes a` grandes e´chelles
afin de simplifier l’analyse physique a` l’origine de ce phe´nome`ne. Peu a` peu, cet objectif
a e´volue´ vers l’ame´lioration du me´lange et la re´duction du rayonnement acoustique
comme dans les travaux de Crow et Champagne (1971) mentionne´s pre´ce´demment.
Certaines e´tudes ont meˆme e´tudie´ l’effet d’un forc¸age non pas d’une mais de plu-
sieurs fre´quences simultane´es sur le comportement dynamique et acoustique des jets.
Notamment, Ronneberger et Ackermann (1979) ont montre´ expe´rimentalement que le
forc¸age acoustique d’un jet pleinement turbulent a` deux fre´quences f1, f2 provoque
l’e´mergence des fre´quences f1 − f2, f1 + f2, 2f1 − f2 et 2f2 − f1. Toutefois, ils ont note´
que la diffe´rence fre´quentielle f1 − f2 pre´domine sur l’ensemble des combinaisons pos-
sibles a` la fois en champ proche et en champ lointain. Ainsi, de nombreuses recherches
se sont concentre´es par la suite sur l’analyse des interactions entre l’instabilite´ fonda-
mentale de la couche de me´lange de jet et sa sous-harmonique par un forc¸age simultane´
d’harmoniques fre´quentielles afin d’e´tudier le processus de l’appariement tourbillonnaire.
En faisant varier la phase entre les deux signaux, Arbey et Ffowcs Williams (1984) ont
montre´ qu’il est possible d’alte´rer le processus d’appariement, voire meˆme de le faire
 disparaˆıtre . A` noter qu’une e´tude parame´trique sur l’amplitude, la fre´quence et la
diffe´rence de phase des signaux a e´te´ mene´e par Raman et Rice (1991). Toutefois, ces
e´tudes restent limite´es a` des nombres de Reynolds mode´re´s.
Dans le but de controˆler a` terme des jets a` hautes vitesses et a` grand nombre de
Reynolds, plus proches des configurations industrielles, il est ne´cessaire d’utiliser des dis-
positifs de controˆle capables de de´livrer des fortes amplitudes d’excitation sur une large
bande fre´quentielle. Les actionneurs actuellement a` l’e´tude s’appuient principalement
sur les technologies plasma. Seules deux technologies seront pre´sente´es dans la suite, les
LAFPA (Localized Arc Filament Plasma Actuator) et les PSJ (Plasma Synthetic Jet).
Le controˆle par LAFPA consiste a` disposer dans la tuye`re, juste en amont de la
zone d’e´jection, plusieurs paires d’e´lectrodes re´parties e´quitablement en azimut comme
de´crit par Samimy et al. (2004). Des condensateurs permettent la production d’impul-
sions a` haute tension pouvant de´livrer jusqu’a` 10 kV avec un taux de re´pe´tition allant de
quelques hertz a` 200 kHz. Le temps d’impulsion est de 0.1 µs et le rapport cyclique est
variable de 0 a` 100 %. Cette haute tension est ensuite transmise au controˆleur provoquant
le claquage de l’air situe´ entre les deux e´lectrodes et la cre´ation d’un arc e´lectrique a` l’ori-
gine d’une augmentation locale et brutale de la pression et de la tempe´rature. Chaque
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controˆleur est pilote´ inde´pendamment des autres en fre´quence, en phase et en rapport cy-
clique, ce qui permet d’exciter le jet a` une fre´quence donne´e et a` un mode azimutal donne´.
Samimy et al. (2007) et Kearney-Fischer et al. (2009) ont e´tudie´ expe´rimentalement en
chambre ane´cho¨ıque l’effet des LAFPA sur le rayonnement acoustique d’un jet subso-
nique isotherme puis chauffe´ pour Mj = 0.9. Avec huit controˆleurs au sein de la tuye`re,
le forc¸age de diffe´rents modes azimutaux, de m = 0 a` m = 4, a e´te´ re´alise´, et ce, sur
une large gamme fre´quentielle. Dans le cas du jet isotherme, pour les basses fre´quences
d’excitation St ≤ 1.0, une augmentation du bruit rayonne´ a e´te´ observe´e avec une ampli-
fication maximale de 4 dB lors du forc¸age du jet a` sa fre´quence privile´gie´e St = 0.3. En
revanche, pour des fre´quences et des nombres azimutaux plus e´leve´s, une diminution des
niveaux de pression a e´te´ note´e a` la fois en aval et perpendiculairement a` l’axe du jet. De
plus, Kearney-Fischer et al. (2009) ont remarque´ que l’augmentation de la tempe´rature
du jet augmente l’efficacite´ des LAFPA pour re´duire le bruit rayonne´.
Le ge´ne´rateur de PSJ est constitue´ de trois e´le´ments, une anode, une cathode et un
isolant e´lectrique dont l’ensemble forme une cavite´ de´bouchant sur l’e´coulement par un
orifice, comme de´crit par Caruana et al. (2009) et Hardy (2012). De fac¸on similaire aux
LAFPA, en appliquant une forte tension entre les deux e´lectrodes, un arc e´lectrique se
forme et provoque une augmentation rapide de la tempe´rature et de la pression dans
la cavite´. L’air se de´tend alors a` travers l’orifice et cre´e un micro-jet vers l’exte´rieur. A`
noter toutefois que si le nombre de Mach a` l’e´jection des JSP peut atteindre Mj = 1.3,
la fre´quence d’excitation, bien que raisonnable, reste actuellement limite´e a` quelques
kHz. En effet, a` plus haute fre´quence, la tempe´rature dans la cavite´ n’a pas le temps de
se re´tablir, conduisant a` une perte d’efficacite´ de l’actionneur. Hardy (2012) a effectue´
des mesures sur un jet subsonique froid a` Mj = 0.6 issu d’une tuye`re de diame`tre
dj = 50 mm munie de 12 actionneurs PSJ. La fre´quence d’excitation e´tant limite´e a`
St = 0.5, une augmentation du rayonnement acoustique du jet a e´te´ observe´e. Toutefois,
en faisant varier a` la fois le nombre d’onde azimutal et la fre´quence de l’excitation, les
re´sultats obtenus sont en accord avec ceux de Samimy et al. (2007). Une re´duction du
bruit de jet a` l’aide des PSJ est donc envisageable sous re´serve d’une augmentation de
la fre´quence de fonctionnement. Re´cemment, Chedevergne et al. (2015) ont re´alise´ une
e´tude a` la fois expe´rimentale par PIV et nume´rique par LES pour e´tudier la re´ponse
du jet pre´ce´demment mentionne´ soumis a` un micro-jet synthe´tique unique cre´e´ par PSJ
dans le but de mieux appre´hender les me´canismes physiques d’interaction sous-jacents.
Les re´sultats expe´rimentaux et nume´riques ont montre´ des re´sultats similaires avec la
formation d’une structure cohe´rente a` grande e´chelle se de´veloppant dans la couche de
me´lange du jet sous l’effet de l’actionneur. Par une analyse de´taille´e des re´sultats de
la simulation nume´rique, Chedevergne et al. (2015) ont montre´ que l’onde de pression
engendre´e par l’actionneur e´tait en grande partie responsable de la formation de cette
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structure a` grande e´chelle, le micro-jet synthe´tique jouant quant a` lui un roˆle a priori
secondaire.
Si l’e´tude bibliographique se concentre dans un premier temps sur l’origine des
e´coulements de type jet, rapidement l’accent est mis sur le roˆle cle´ de la turbu-
lence dans leur dynamique complexe et non line´aire. En particulier, le me´canisme
de de´veloppement initial de l’instabilite´ de la couche de me´lange conduisant a` la for-
mation de structures cohe´rentes a` grande e´chelle est de´crit. En effet, ces structures
ont non seulement un impact capital sur la dynamique du jet mais e´galement sur son
rayonnement acoustique.
Les trois composantes du rayonnement acoustique sont ensuite de´crites dans le cas
d’un jet supersonique non adapte´ en pression, a` savoir le bruit de me´lange turbulent,
le bruit de choc et le bruit de raie. Dans le cas des jets subsoniques et supersoniques
adapte´s, cadre de l’e´tude, seule la composante du bruit de me´lange turbulent est
pre´sente de par la disparition des cellules de choc. Deux me´canismes distincts sont
mentionne´s pour de´crire cette composante large-bande : un bruit a` basse fre´quence
tre`s directif dans la direction aval du jet, associe´ aux grandes e´chelles de la turbulence,
et un bruit plus uniforme dans toutes les directions, ge´ne´ralement attribue´ aux petites
e´chelles de la turbulence.
Ensuite, une description des diffe´rentes me´thodes de pre´vision du bruit de jet est pro-
pose´e. Celle-ci s’e´tend des analogies acoustiques qui, bien qu’efficaces, ne´cessitent une
connaissance pre´alable du champ hydrodynamique, aux simulations nume´riques, qui
ame´liorent tous les jours notre compre´hension physique des me´canismes en jeu, mais
restent relativement couˆteuses. Une attention particulie`re est porte´e aux me´thodes
d’analyse de stabilite´, notamment celle base´e sur les e´quations de stabilite´ parabolise´es
(PSE). Ces me´thodes, en assimilant les structures a` grande e´chelle a` des ondes d’in-
stabilite´, ont permis d’identifier le roˆle majeur de ces structures dans les me´canismes
de ge´ne´ration de bruit pour un couˆt relativement faible.
Finalement, une vue d’ensemble des strate´gies de controˆle existantes ou a` l’e´tude pour
re´duire le bruit de jet est re´alise´e. Deux me´thodologies diffe´rentes sont envisage´es. La
premie`re consiste a` ame´liorer le me´lange et a` stabiliser le jet par une modification
du profil de vitesse moyenne. La seconde s’oriente sur une manipulation des ondes
d’instabilite´ responsables du rayonnement directif intense des jets dans la direction
aval. Outre la faisabilite´ technique, deux questions permettent de comprendre toute
la difficulte´ qui re´side dans ces dispositifs de controˆle. Est-il effectivement possible de
re´duire le bruit de jet par une manipulation des ondes d’instabilite´ ? Si oui, comment
les exciter correctement pour re´duire le bruit et non l’augmenter ?
C’est dans ce contexte et dans la continuite´ des e´tudes pre´sente´es jusqu’alors que
s’inscrivent nos travaux. Ainsi, un premier objectif est de voir si dans le cas d’un jet
subsonique naturel les non line´arite´s ont un impact significatif sur sa dynamique et
son rayonnement acoustique, par l’application d’un mode`le PSE. Par la meˆme occa-
sion, cela pourrait permettre d’ame´liorer les pre´visions des fluctuations de pression
en champ proche, notamment en fin de coˆne potentiel. Un deuxie`me objectif consiste
alors a` e´tudier la possibilite´ de manipuler ces ondes d’instabilite´s par non line´arite´ en
vue d’une re´duction du rayonnement acoustique.
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Chapitre2
Mode´lisation des instabilite´s
hydrodynamiques des jets par les PSE
dans un contexte non line´aire
Dans le cas des jets ou` les fluctuations ont des vitesses de phase supersoniques, les
PSE line´aires pre´voient efficacement l’e´volution des ondes d’instabilite´. En revanche,
dans le cas des jets subsoniques froids, ou` les vitesses de phase sont subsoniques,
des e´carts notables sont observe´s. Bien que la modulation temporelle des paquets
d’ondes semble eˆtre une source importante de bruit, la prise en compte des non
line´arite´s pourrait permettre d’ame´liorer ces pre´visions. Dans ce chapitre, on se
propose donc de de´velopper les PSE dans un contexte faiblement non line´aire pour
prendre en compte des interactions entre ondes d’instabilite´. Les hypothe`ses faites a`
la fois sur l’e´coulement de base et sur les perturbations sont explicite´es et discute´es.
La me´thode de re´solution nume´rique du syste`me y est de´taille´e, en mettant l’accent
sur le calcul des termes non line´aires.
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2.1 De´veloppement des e´quations du mouvement perturbe´es
2.1.1 Les e´quations de Navier-Stokes
Les fluides obe´issent aux e´quations ge´ne´rales de la me´canique des milieux conti-
nus. Dans une repre´sentation eule´rienne, ou` en tout point d’un domaine Ω l’e´volution
temporelle de l’e´tat fluide est observe´e, l’e´criture mathe´matique du mouvement aboutit
aux e´quations de Navier-Stokes. Les variables inde´pendantes x∗ et t∗ sont les variables
d’Euler. Les grandeurs physiques caracte´ristiques de l’e´tat fluide sont quant a` elles la
masse volumique ρ∗, le champ de vitesse u∗, la pression statique p∗, la tempe´rature
statique T ∗ et l’e´nergie interne e∗. Les e´quations de Navier-Stokes se de´composent plus
ge´ne´ralement sous la forme de trois e´quations de conservation de la masse (2.1), de la
quantite´ de mouvement (2.2) et de l’e´nergie interne (2.3) :
∂ρ∗
∂t∗
+∇∗ · (ρ∗u∗) = 0 (2.1)
∂ (ρ∗u∗)
∂t∗
+∇∗ · (ρ∗u∗ ⊗ u∗) = −∇∗p∗ +∇∗ · τ∗ + ρ∗f∗ (2.2)
∂ (ρ∗e∗)
∂t∗
+∇∗ · (ρ∗e∗u∗) = −p∗ (∇∗ · u∗)−∇∗ ·ϕ∗c + Φ∗D + ρ∗ϕτ ∗ (2.3)
ou` τ∗ repre´sente le tenseur des contraintes visqueuses, ϕ∗c l’intensite´ de flux de chaleur
par conduction, ϕτ la chaleur massique apporte´e soit par rayonnement soit par effet
Joule dans le cas de phe´nome`nes e´lectromagne´tiques, Φ∗D la fonction de dissipation et
f∗ les forces massiques telles que les forces de gravite´ ou de Laplace.
Dans le cadre de l’hypothe`se de fluide Newtonien et de celle de Stokes, le tenseur des
contraintes visqueuses τ∗ et la fonction de dissipation Φ∗D se simplifient et s’expriment
en faisant intervenir µ∗ la viscosite´ dynamique, soit respectivement :
τ∗ = µ∗[(∇∗ ⊗ u∗) + (∇∗ ⊗ u∗)T ]− 2µ
∗
3
(∇∗ · u∗) I (2.4)
Φ∗D =
1
2µ∗
τ∗  τ∗ (2.5)
avec I la matrice identite´ et  le produit tensoriel contracte´ deux fois.
L’intensite´ de flux de chaleur par conduction ϕ∗c s’exprime quant a` elle par l’in-
terme´diaire de la loi de Fourier, en de´signant par λ∗c le coefficient de conductivite´ ther-
mique du fluide :
ϕ∗c = −λ∗c∇∗T ∗ (2.6)
Afin de simplifier l’e´quation de conservation de l’e´nergie interne, il est souvent
pre´fe´rable de reformuler cette dernie`re par une e´quation pour l’entropie. La relation
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de Gibbs permet de lier la variation d’entropie aux variations des autres grandeurs ther-
modynamiques pour un phe´nome`ne re´versible :
T ∗dS∗ = de∗ + p∗d
(
1
ρ∗
)
(2.7)
Apre`s utilisation de l’e´quation de conservation de la masse, elle peut s’exprimer de la
manie`re suivante :
ρ∗T ∗
dS∗
dt∗
= ρ∗
de∗
dt∗
+ p∗ (∇∗ · u∗) (2.8)
Apre`s substitution des termes d’e´nergie interne pre´alablement e´tablis, une nouvelle
e´quation de conservation est ainsi formule´e :
ρ∗T ∗
dS∗
dt∗
= −∇∗ ·ϕ∗c + Φ∗D + ρ∗ϕτ ∗ (2.9)
Dans le cadre de cette e´tude, ou` les forces de pesanteur sont ne´gligeables devant
celles lie´es au mouvement fluide, ou` les nombres de Mach restent mode´re´s et compte
tenu de l’absence de phe´nome`nes e´lectromagne´tiques, les forces massiques ρ∗f∗ et les
flux de rayonnement ρ∗ϕτ ∗ seront ne´glige´s dans la suite de ce manuscrit.
2.1.2 Formulation adimensionnelle des e´quations de Navier-Stokes
L’analyse dimensionnelle permet de mettre en e´vidence les parame`tres essentiels dont
vont de´pendre les solutions. Des grandeurs de re´fe´rence sont ainsi introduites de manie`re
a` rendre sans dimension les variables de l’e´coulement. Le diame`tre d de la tuye`re et la
vitesse axiale du jet Uj en sortie de buse sont choisis respectivement comme longueur
et vitesse de re´fe´rence. Il s’en suit une e´chelle de temps de re´fe´rence d/Uj . Les variables
inde´pendantes adimensionnelles d’Euler s’e´crivent donc :
x =
x∗
d
; t =
t∗Uj
d
(2.10)
Au meˆme titre que la vitesse, les grandeurs de re´fe´rence pour les variables de´pendantes
et les grandeurs thermodynamiques sont prises sur l’axe en sortie de tuye`re et repre´sente´es
par un indice j :
u =
u∗
Uj
; ρ =
ρ∗
ρj
; p =
p∗
ρjU2j
; T =
T ∗
Tj
µ =
µ∗
µj
; λc =
λ∗c
λcj
; e =
e∗
CvTj
(2.11)
Le processus d’adimensionnement des e´quations de Navier-Stokes fait intervenir trois
parame`tres dits de similitude que sont le nombre de Reynolds Red, le nombre de Mach
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Mj et le nombre de Prandtl Pr :
Red =
ρjUjd
µj
(2.12)
Mj =
Uj
cj
(2.13)
Pr =
µjCp
λcj
(2.14)
A` condition de fixer la valeur de ces parame`tres, les solutions obtenues sont inde´pendantes
du choix des grandeurs de re´fe´rence. L’e´tude ge´ne´rale peut ainsi eˆtre utilise´e pour
diffe´rents cas d’applications. La ce´le´rite´ du son en sortie de buse cj intervient de´sormais
au cœur meˆme des e´quations et peut eˆtre relie´e a` la pression pj , a` la densite´ ρj et a` la
tempe´rature Tj par l’interme´diaire de la loi des gaz parfaits :
cj =
√
γ
pj
ρj
=
√
γRsTj (2.15)
ou` γ et Rs sont respectivement le coefficient adiabatique et la constante spe´cifique de
l’air.
Des relations adimensionnelles pour la pression pj et l’enthalpie ej en sortie de tuye`re
sont e´galement obtenues :
pj
ρjUj
2 =
1
γM2j
(2.16a)
ej =
1
(γ − 1)
pj
ρj
=
c2j
γ (γ − 1) (2.16b)
Une nouvelle formulation, sans dimension, des e´quations de Navier-Stokes est ainsi
explicite´e :
∂ρ
∂t
+∇ · (ρu) = 0 (2.17a)
∂ (ρu)
∂t
+∇ · (ρu⊗ u) = −∇p+ 1
Red
(∇ · τ) (2.17b)
ρT
[
∂S
∂t
+∇S · u
]
=
γ
Pr Red
∇ · (λc∇T ) + γ (γ − 1)
M2j
Red
ΦD (2.17c)
2.1.3 De´termination du champ de base
Comme de´ja` introduit dans le chapitre 1.4, la de´marche consiste a` e´tudier la stabilite´
d’un e´coulement de base stationnaire q(x) soumis a` une perturbation q′(x, t) :
q(x, t) = q(x) + q′(x, t) (2.18)
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A` noter qu’en suivant ce formalisme, l’e´coulement de base est suppose´ satisfaire les
e´quations de Navier-Stokes stationnaires. Si ge´ne´ralement, le champ moyen obtenu nume´-
riquement ou expe´rimentalement est choisi comme champ de base pour re´aliser une
e´tude de stabilite´, ce choix peut eˆtre inadapte´ pour des e´coulements turbulents, comme
mentionne´ par Bagheri et al. (2009). Afin d’obtenir une solution d’e´quilibre stationnaire
pour l’e´tude d’un jet de´bouchant dans un e´coulement transverse, ces derniers ont couple´
leur re´solution DNS a` une me´thode de filtrage fre´quentiel propose´e par Akervik et al.
(2006). Une visualisation du crite`re λ2, applique´ a` un champ de vitesse instantane´e issu
du calcul DNS et au champ de base converge´, est pre´sente´e sur la Fig. 2.1. Les signaux
Figure 2.1 : Visualisation par le crite`re λ2 = −0.09 d’un champ de vitesse instantane´e
issu d’un calcul DNS (a), de l’e´coulement de base (b) et des signaux temporels des
fluctuations de vitesse axiale mesure´es en deux points de l’espace (c) et (d) sur les cas
(a) et (b), extrait de Bagheri et al. (2009).
temporels des fluctuations de vitesse axiale de l’e´coulement instantane´ (en rouge) et du
champ de base (en bleu) sont repre´sente´s sur les Fig. 2.1 (c) et (d) pour deux points
de l’espace. Les lignes en pointille´s correspondent aux valeurs moyennes du calcul DNS.
L’e´cart entre les moyennes temporelles des fluctuations de vitesse axiale et les solutions
stationnaires souligne clairement que la solution stationnaire et le champ moyen ne sont
donc pas identiques.
Cependant, de par les nombres de Reynolds conside´re´s dans le pre´sent manuscrit,
l’approche propose´e par Bagheri et al. (2009) est malheureusement inenvisageable. De
plus, dans le cas des jets, que ce soit dans le cadre des PSE line´aires avec les travaux de
Piot et al. (2006), Gudmundsson et Colonius (2011) et Brazier et al. (2015), ou avec les
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PSE non line´aires de Rodr´ıguez et al. (2011), re´aliser une e´tude de stabilite´ en utilisant
le champ moyen comme champ de base conduit a` des re´sultats satisfaisants, au moins
jusqu’en fin de coˆne potentiel, en les comparant a` des mesures. En l’absence d’autres
possibilite´s a` l’heure actuelle, le champ moyen calcule´ par RANS ou par LES sera utilise´
comme champ de base pour l’ensemble des cas pre´sente´s.
Dans la suite, les jets e´tudie´s sont cylindriques, parfaitement adapte´s en pression
et ne pre´sentent aucun effet de rotation solide. Ainsi, les hypothe`ses d’axisyme´trie, de
vitesse azimutale nulle et de pression uniforme dans tout l’e´coulement seront applique´es
au champ de base.
2.1.4 Discussion sur l’importance des termes visqueux
De manie`re ge´ne´rale, l’e´tude nume´rique des e´coulements turbulents ne´cessite de sa-
tisfaire les e´quations de Navier-Stokes. En effet, toutes les e´chelles de la turbulence
jouent un roˆle pre´cis qu’il conviendrait de prendre en compte. La the´orie de Kolmogorov
illustre parfaitement ce phe´nome`ne. Selon cette the´orie, la turbulence proce`de a` un
transfert d’e´nergie cine´tique en cascade, partant de l’e´coulement moyen vers les grandes
e´chelles de la turbulence, qui elles-meˆmes transfe`rent de l’e´nergie cine´tique aux plus pe-
tites e´chelles. A` tre`s petite e´chelle, les contraintes visqueuses dissipent l’e´nergie cine´tique
sous forme de chaleur. Cette plus petite e´chelle de la turbulence qu’il est ne´cessaire de
conside´rer s’appelle l’e´chelle de Kolmogorov. Ainsi, le fait de supprimer ne serait-ce
qu’une e´chelle de la turbulence alte`re l’ensemble de la dynamique de l’e´coulement.
Dans le cas de notre e´tude, il a e´te´ souligne´ dans le chapitre 1 que non seulement
l’ensemble des e´chelles de la turbulence joue un roˆle sur la dynamique des jets, mais
e´galement sur le rayonnement acoustique. Toutefois, cette complexite´ lie´e a` la turbu-
lence de l’e´coulement est traite´e en amont de l’analyse de stabilite´ par la de´termination
du champ de base. Ici, la mode´lisation propose´e se restreint a` e´tudier l’e´volution des
fluctuations a` grande e´chelle, convecte´es par l’e´coulement. Or, il a e´te´ souligne´ que ces
structures sont la conse´quence directe de l’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz dont l’origine
est due a` l’inertie des fluides. La viscosite´ ne joue qu’un roˆle mineur, conforme´ment
aux observations de Brown et Roshko (1974) qui ont note´ une faible de´pendance des
structures cohe´rentes a` grande e´chelle par rapport au nombre de Reynolds.
De plus, Piot et al. (2006) et Le´on (2012) ont applique´ avec succe`s une mode´lisation
PSE line´aire base´e sur les e´quations d’Euler line´arise´es sur une large gamme de jets a`
grand nombre de Reynolds Red ≥ 105, allant des jets subsoniques aux jets supersoniques,
froids et chauds. Dans la continuite´ de ces travaux, sachant que l’ensemble des re´sultats
pre´sente´s ici concerne un jet subsonique avec un nombre de Reynolds Red = 4 × 105,
les effets visqueux seront ne´glige´s dans la pre´sente mode´lisation. Toutefois, la prise en
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compte des interactions non line´aires entre ondes d’instabilite´ peut rendre ce choix dis-
cutable et il pourra e´ventuellement eˆtre reconside´re´ dans des travaux futurs.
2.1.5 Les e´quations d’Euler perturbe´es
La discussion ci-dessus vis-a`-vis de la contribution des termes visqueux permet de
conside´rer les e´quations d’Euler pour mode´liser l’e´volution des perturbations a` grande
e´chelle :
∂ρ
∂t
+∇ · (ρu) = 0 (2.19a)
∂ (ρu)
∂t
+∇ · (ρu⊗ u) = −∇p (2.19b)
∂S
∂t
+∇S · u = 0 (2.19c)
Les e´quations d’Euler perturbe´es sont alors obtenues apre`s l’application de la technique
des perturbations (1.15) et la simplification des termes de l’e´coulement de base :
∂ρ′
∂t
+ ρ
(∇ · u′)+ (u′ · ∇ρ)+ ρ′ (∇ · u) + (u · ∇ρ′) = TNL(1) (2.20a)
ρ
[
∂u′
∂t
+ (u · ∇) u′ + (u′ · ∇)u]+∇p′ = TNL(2,3,4) (2.20b)
∂S′
∂t
+∇S · u′ +∇S′ · u = TNL(5) (2.20c)
Les termes TNL(i), de´veloppe´s dans les e´quations (2.21), regroupent quant a` eux les
Termes Non Line´aires issus des produits doubles et triples des perturbations :
TNL(1) = −ρ′ (∇ · u′)− (u′ · ∇ρ′) (2.21a)
TNL(2,3,4) = −ρ (u′ · ∇)u′ − ρ′ [∂u′
∂t
+
(
u′ · ∇)u + (u · ∇) u′ + (u′ · ∇)u′] (2.21b)
TNL(5) = −∇S′ · u′ (2.21c)
avec S = Cv ln
(
p
ργ
)
et S′ = Cv p
′
p − γCv ρ
′
ρ dans la mesure ou` le fluide se comporte
comme un gaz ide´al dans la gamme de tempe´rature et de pression envisage´e.
2.1.6 Projection des e´quations perturbe´es dans le repe`re cylindrique
Le repe`re le plus commune´ment utilise´ pour l’e´tude des jets est le repe`re cylindrique
(x, r, θ) ou` l’axe ex co¨ıncide avec l’axe du jet dans la direction de l’e´coulement, er dans la
direction radiale et eθ dans la direction azimutale. Il permet notamment une exploitation
aise´e des hypothe`ses d’axisyme´trie et de vitesse azimutale nulle pour l’e´coulement de
base. Les e´quations des perturbations (2.20) s’expriment alors dans ce repe`re comme un
syste`me de cinq e´quations a` cinq inconnues sur lequel va reposer l’analyse de stabilite´
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par les e´quations de stabilite´ parabolise´es (PSE) propose´e dans la suite :
dρ′
dt
+ ρ
(
∂u′x
∂x
+
1
r
∂ (ru′r)
∂r
+
1
r
∂u′θ
∂θ
)
+ρ′
(
∂ux
∂x
+
1
r
∂ (rur)
∂r
)
(2.22a)
+u′x
∂ρ
∂x
+ u′r
∂ρ
∂r
= − TNL(1)
ρ
[
du′x
dt
+ u′r
∂ux
∂r
+ u′x
∂ux
∂x
]
+
∂p′
∂x
= − TNL(2) (2.22b)
ρ
[
du′r
dt
+ u′r
∂ur
∂r
+ u′x
∂ur
∂x
]
+
∂p′
∂r
= − TNL(3) (2.22c)
ρ
[
du′θ
dt
+
u′θur
r
]
+
1
r
∂p′
∂θ
= − TNL(4) (2.22d)
ρM2
dp′
dt
− dρ
′
dt
− u′x
∂ρ
∂x
− u′r
∂ρ
∂r
= − TNL(5) (2.22e)
ou` la de´rive´e particulaire portant sur l’e´coulement de base est de´finie par :
d
dt
=
∂
∂t
+ ux
∂
∂x
+ ur
∂
∂r
(2.23)
avec pour les TNL(i) les expressions suivantes (2.24) :
TNL(1) = u′x
∂ρ′
∂x
+ ρ′
∂u′x
∂x
+ u′r
∂ρ′
∂r
+ ρ′
∂u′r
∂r
+
u′rρ′
r
+
u′θ
r
∂ρ′
∂θ
+
ρ′
r
∂u′θ
∂θ
(2.24a)
TNL(2) = ρ
(
u′x
∂u′x
∂x
+ u′r
∂u′x
∂r
+
u′θ
r
∂u′x
∂θ
)
(2.24b)
+ ρ′
(
∂u′x
∂t
+ ux
∂u′x
∂x
+ ur
∂u′x
∂r
+ u′x
∂ux
∂x
+ u′r
∂ux
∂r
)
+ ρ′
(
u′x
∂u′x
∂x
+ u′r
∂u′x
∂r
+
u′θ
r
∂u′x
∂θ
)
TNL(3) = ρ
(
u′x
∂u′r
∂x
+ u′r
∂u′r
∂r
+
u′θ
r
∂u′r
∂θ
− u
′2
θ
r
)
(2.24c)
+ ρ′
(
∂u′r
∂t
+ ux
∂u′r
∂x
+ ur
∂u′r
∂r
+ u′x
∂ur
∂x
+ u′r
∂ur
∂r
)
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+ ρ′
(
u′x
∂u′r
∂x
+ u′r
∂u′r
∂r
+
u′θ
r
∂u′r
∂θ
− u
′2
θ
r
)
TNL(4) = ρ
(
u′x
∂u′θ
∂x
+ u′r
∂u′θ
∂r
+
u′θ
r
∂u′θ
∂θ
+
u′ru′θ
r
)
(2.24d)
+ ρ′
(
∂u′θ
∂t
+ ux
∂u′θ
∂x
+ ur
∂u′θ
∂r
+
uru
′
θ
r
)
+ ρ′
(
u′x
∂u′θ
∂x
+ u′r
∂u′θ
∂r
+
u′θ
r
∂u′θ
∂θ
+
u′ru′θ
r
)
TNL(5) = ρM2j
(
u′x
∂p′
∂x
+ u′r
∂p′
∂r
+
u′θ
r
∂p′
∂θ
)
(2.24e)
+ ρ′M2j
(
∂p′
∂t
+ ux
∂p′
∂x
+ u′x
∂p′
∂x
+ ur
∂p′
∂r
+ u′r
∂p′
∂r
+
u′θ
r
∂p′
∂θ
)
− u′x
∂ρ′
∂x
− u′r
∂ρ′
∂r
− u
′
θ
r
∂ρ′
∂θ
− γM2j p′
(
∂ρ′
∂t
+ ux
∂ρ′
∂x
+ u′x
∂ρ
∂x
+ u′x
∂ρ′
∂x
)
− γM2j p′
(
ur
∂ρ′
∂r
+ u′r
∂ρ
∂r
+ u′r
∂ρ′
∂r
+
u′θ
r
∂ρ′
∂θ
)
2.2 De´veloppement des PSE dans un contexte faiblement
non line´aire
2.2.1 Forme modale des perturbations
Les e´quations de stabilite´ parabolise´es (PSE) sont utilise´es dans le but de pre´voir
l’e´volution des instabilite´s hydrodynamiques qui se de´veloppent dans le champ proche
des jets. Concre`tement, le vecteur des variables de l’e´coulement q = [ux, ur, uθ, ρ, p]
T est
de´fini comme la superposition des vecteurs des variables du champ de base et du champ
perturbe´ de sorte que :
q (x, r, θ, t) = q (x, r) + q′ (x, r, θ, t) (2.25)
En utilisant l’hypothe`se de gaz parfait, les trois composantes de la vitesse, la masse
volumique et la pression suffisent pour caracte´riser l’e´coulement.
Bertolotti et Herbert (1991) et Herbert (1994, 1997) proposent alors de mode´liser la
partie cohe´rente du champ perturbe´ en une double somme de modes de Fourier afin de
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tenir compte de la syme´trie azimutale et de la pe´riodicite´ en temps des perturbations :
q′ (x, r, θ, t) =
+∞∑
n=−∞
+∞∑
m=−∞
q˜m,n (x, r) exp [i (mθ − nωt)] + q′′ (x, r, θ, t) (2.26)
Si cette approche permet de prendre en compte les interactions possibles entre modes, il
est important d’insister sur le fait que seule une mode´lisation de la partie cohe´rente du
champ perturbe´ est propose´e par Bertolotti et Herbert (1991) et Herbert (1994, 1997).
En effet, au meˆme titre que les effets visqueux, les fluctuations incohe´rentes assimile´es
aux petites e´chelles de la turbulence, mode´lise´es par le terme q′′, sont suppose´es avoir
des e´chelles spatiales et temporelles suffisamment se´pare´es des grandes e´chelles turbu-
lentes pour pouvoir les ne´gliger. Toutefois, bien qu’inexploite´e dans le pre´sent manuscrit,
une e´tude re´cente re´alise´e par Towne et al. (2015) sugge`re que la prise en compte des
interactions entre les structures cohe´rentes et la turbulence d’arrie`re-plan, sous la forme
d’un terme source, serait ne´cessaire pour pallier l’incapacite´ des mode`les de stabilite´
line´aire a` reproduire le rayonnement acoustique des jets subsoniques froids.
De fac¸on similaire a` la me´thode des e´chelles multiples, une nouvelle e´chelle de varia-
tion s est ensuite introduite afin de conside´rer les faibles variations des caracte´ristiques
de l’e´coulement de base dans la direction axiale. Finalement, on se´pare formellement la
fonction modale q˜m,n en un terme d’amplitude q̂m,n lentement variable dans la direction
axiale et un terme ondulatoire rapide Am,n pour chaque mode de Fourier, de sorte que :
q˜m,n (x, r) = q̂m,n (s, r)Am,n (x) = q̂m,n (s, r) γm,n exp
[
i
∫ x
x0
αm,n(ξ)dξ
]
(2.27)
avec γm,n = εm,n exp (i φm,n) (2.28)
ou` αm,n est le nombre d’onde axial du mode (m,n) et x0 la position axiale initiale. εm,n
correspond au maximum d’amplitude de la perturbation de vitesse axiale ûxm,n en x0.
Ce maximum se produit a` un certain rayon ou` la phase initiale φm,n est de´finie.
2.2.2 Discussion sur les modes stationnaires
Il est important de souligner que les interactions non line´aires entre les ondes d’insta-
bilite´ peuvent produire des modes a` fre´quence nulle (n = 0), repre´sentant une perturba-
tion stationnaire du champ de base. Pour les jets laminaires faiblement force´s, Salgado
et al. (2010b) ont remarque´ que la prise en compte des modes stationnaires n’alte`re pas
le comportement des autres modes. En revanche, lorsque les non-line´arite´s ont un effet
significatif sur un grand nombre de modes, la de´formation du champ moyen devient un
e´le´ment important. Toutefois, Malik et Chang (2000) ont souligne´ que cet effet est prin-
cipalement localise´ en aval du coˆne potentiel. Dans le cas des jets turbulents naturels, les
modes stationnaires sont d’ores et de´ja` pris en compte dans le champ moyen calcule´ par
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RANS ou par LES. D’apre`s Rodr´ıguez et al. (2011), e´tant donne´ que le champ moyen est
assimile´ au champ de base, les calculer une fois de plus avec les PSE serait redondant.
Dans ce manuscrit, ou` l’e´tude du forc¸age d’un ou plusieurs modes propres du jet sera
aborde´e, la prise en compte de la de´formation du champ moyen pourrait eˆtre ne´cessaire,
mais requerrait d’extraire directement le champ de base du calcul LES. Ceci n’a pas e´te´
re´alise´ dans le pre´sent manuscrit mais pourra eˆtre reconside´re´ dans des travaux futurs.
2.2.3 Syme´tries du proble`me
Bien que des fre´quences ne´gatives (n < 0) soient prises en compte dans le formalisme
de´veloppe´ dans l’e´quation (2.26), les perturbations sont a` valeur re´elle. Ainsi, l’effort de
calcul peut eˆtre re´duit puisque seuls les modes avec n ≥ 0 ne´cessitent d’eˆtre re´solus. En
effet, la nullite´ de la partie imaginaire de q′ dans l’e´quation (2.26) impose la condition
suivante :
Im
(
q′
)
= 0 ⇒ q˜−m,−n = q˜†m,n (2.29)
ou` l’exposant † fait re´fe´rence au complexe conjugue´. Cette condition est e´quivalente a`
imposer :
qˆ−m,−n = qˆ†m,n, α−m,−n = −α†m,n et φ−m,−n = −φm,n (2.30)
Dans le cas des jets libres et des jets force´s uniquement sur des modes axisyme´triques,
aucune direction azimutale n’est a priori privile´gie´e. Il est alors possible de re´duire une
fois de plus l’effort de calcul en faisant l’hypothe`se que les modes azimutaux se propagent
par paires syme´triques en azimut, soit :
qˆ−m,n = [uˆx, uˆr,−uˆθ, ρˆ, pˆ]Tm,n (2.31)
Toutefois, cette hypothe`se doit eˆtre leve´e pour l’e´tude du forc¸age d’un jet par un ou
plusieurs modes azimutaux.
2.2.4 Formulation matricielle du syste`me PSE
La forme modale des perturbations (2.26) est ensuite introduite dans les e´quations
d’Euler perturbe´es (2.22), avec un de´veloppement des termes non line´aires sur cette
meˆme base de modes normaux. Ainsi, le vecteur TNLm,n des coefficients de Fourier des
termes non line´aires pre´ce´demment e´voque´s dans l’e´quation (2.24) est de´fini comme :
TNL =
+∞∑
n=−∞
+∞∑
m=−∞
TNLm,n exp i [(mθ − nωt)] (2.32)
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Finalement, on obtient pour chaque mode (m,n) un syste`me d’e´quations line´aires non
homoge`nes portant sur le terme d’amplitude q̂m,n lentement variable. Ce syste`me d’e´qua-
tions peut eˆtre mis formellement sous forme matricielle :
(Am,n + B) · q̂m,n + C · ∂q̂m,n
∂x
+ D · ∂q̂m,n
∂r
=
−TNLm,n
Am,n (2.33)
avec
Am,n = αm,n(x)A0 +mA1 + nωA2 (2.34)
L’ensemble des matrices A0, A1, A2, B, C et D sont alors uniquement fonction du
champ de base et de ses de´rive´es axiales et radiales, et restent inchange´es d’un mode a`
un autre. L’expression analytique de ces matrices est explicite´e ci-dessous :
A0 = i

ρ 0 0 ux 0
ρ ux 0 0 0 1
0 ρ ux 0 0 0
0 0 ρ ux 0 0
0 0 0 −ux ρ uxM2j

,
A1 =
i
r

0 0 ρ 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

, A2 = −i

0 0 0 1 0
ρ 0 0 0 0
0 ρ 0 0 0
0 0 ρ 0 0
0 0 0 −1 ρM2j

B =

∂ρ
∂x
ρ
r
+
∂ρ
∂r
0
ur
r
+
∂ux
∂x
+
∂ur
∂r
0
ρ
∂ux
∂x
ρ
∂ux
∂r
0 0 0
ρ
∂ur
∂x
ρ
∂ur
∂r
0 0 0
0 0
ρ ur
r
0 0
−∂ρ
∂x
−∂ρ
∂r
0 0 0

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C =

ρ 0 0 ux 0
ρ ux 0 0 0 1
0 ρ ux 0 0 0
0 0 ρ ux 0 0
0 0 0 −ux ρ uxM2j

, D =

0 ρ 0 ur 0
ρ ur 0 0 0 0
0 ρ ur 0 0 1
0 0 ρ ur 0 0
0 0 0 −ur ρ urM2j

Par souci de clarte´, le syste`me d’e´quations (2.33) sera appele´ syste`me PSE, bien
que contrairement au syste`me PSE originel de Bertolotti et Herbert (1991) et Herbert
(1994, 1997), il soit de´termine´ a` partir des e´quations d’Euler au lieu des e´quations de
Navier-Stokes.
2.2.5 Nature du syste`me PSE
Le syste`me (2.33), sans la condition de normalisation, est appele´ syste`me PSE pour
E´quations de Stabilite´ Parabolise´es. Il est alors tout a` fait logique de s’interroger quant
a` la nature du syste`me obtenu. En re´alisant une e´tude des caracte´ristiques du syste`me
PSE line´aire, Haj-Hariri (1994) a montre´ que ce dernier pre´sente une faible ellipticite´
d’origine acoustique. Nume´riquement, l’ellipticite´ des e´quations est facilement observable
par l’utilisation d’un faible pas axial qui conduit a` des instabilite´s nume´riques. Haj-
Hariri (1994) propose alors de supprimer le terme responsable de cette ellipticite´, le
terme ∂pˆm,n/∂x dans l’e´quation de quantite´ de mouvement axiale. Si de prime abord
ce choix peut paraˆıtre surprenant, il est important de remarquer que le gradient de
la perturbation de pression physique est iαm,npˆm,n + ∂pˆm,n/∂x ou` le second terme est
relativement faible de par la lente variation axiale des termes d’amplitude. Le fait de
le supprimer permet de conserver quand meˆme une partie significative du gradient de
pression physique.
Un choix alternatif consiste a` utiliser un incre´ment axial ∆x suffisamment grand
pour filtrer artificiellement l’influence des perturbations qui remontent l’e´coulement. Li
et Malik (1996) ont montre´ que pour un sche´ma d’ordre 1 dans la direction axiale, une
condition suffisante est :
∆x >
1
|Re (αm,n) | (2.35)
Toutefois, bien que cette limite reste acceptable dans la plupart des applications, elle
ne permet pas de re´soudre les variations rapides des termes non line´aires qui peuvent
apparaˆıtre localement.
Dans le but de limiter l’incre´ment axial ∆x, tout en conservant une majeure partie
du gradient de la perturbation de pression, un nouveau crite`re a e´te´ de´veloppe´ en s’ins-
pirant de ce qui a e´te´ re´alise´ par Vigneron et al. (1978) pour l’e´tude de la couche limite
en e´coulement supersonique. Dans le cas des e´quations de Navier-Stokes Parabolise´es
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(PNS), ces auteurs proposent de se´parer formellement le terme ∂pˆm,n/∂x en deux com-
posantes :
∂pˆm,n
∂x
= w
∂pˆm,n
∂x
+ (1− w) ∂pˆm,n
∂x
(2.36)
ou` w correspond a` la fraction de ∂pˆm,n/∂x qu’il est possible de conserver pour garantir
la parabolicite´ des e´quations. Le terme (1− w) ∂pˆm,n/∂x est quant a` lui reporte´ dans
le terme source, ou ne´glige´ comme dans le cas pre´sent. En injectant ce formalisme dans
le syste`me d’e´quations (2.33), la me´thode des caracte´ristiques permet d’obtenir deux
conditions pour garantir la parabolicite´ du syste`me :
ρ M2 u2r < 1
w ≤ ρ M
2 u2x
1− ρ M2 u2r
(2.37)
La premie`re condition impose d’avoir une vitesse radiale du champ de base ur suffisam-
ment petite, ce qui restreint l’utilisation des PSE au cas des jets faiblement divergents.
La seconde indique la fraction maximum w de ∂pˆ/∂x qui peut eˆtre retenue dans les
e´quations. A` noter que l’effet de ∂pˆ/∂x est comple`tement ne´glige´ dans le cas des jets
incompressibles, ou` w(M = 0) = 0, puis est introduit progressivement au fur et a` me-
sure que les effets de compressibilite´ augmentent. En pratique, w est e´value´ de la fac¸on
suivante :
w = min
[
1,
ρM2u2x
1− ρM2u2r
]
(2.38)
Le syste`me PSE ainsi formule´ est parabolique et peut eˆtre re´solu par une simple me´thode
de marche en x.
Dans un contexte non line´aire, la nature du syste`me peut eˆtre alte´re´e par l’appari-
tion du terme de forc¸age. Toutefois, ce crite`re a e´te´ applique´ sur un grand nombre de
configurations sans jamais ge´ne´rer d’instabilite´s nume´riques. En revanche, la parabo-
licite´ des e´quations peut eˆtre remise en question par l’introduction de la condition de
normalisation pre´sente´e ci-apre`s. En effet, meˆme en line´aire, des instabilite´s nume´riques
apparaissent de`s lors que l’incre´ment axial ∆x devient trop faible, ge´ne´ralement pour
∆x < 0.05 pour les applications pre´sente´es dans ce manuscrit.
2.2.6 Condition de normalisation
Dans le cas ou` les nombres d’onde axiaux αm,n sont connus, le syste`me PSE (2.33)
permet de de´terminer les fonctions d’amplitude qˆm,n. En stabilite´ locale, comme on l’a
vu dans le chapitre 1.4, αm,n est de´termine´ pour chaque mode (m,n) par une relation de
dispersion. Avec les PSE, il n’est malheureusement pas possible de re´duire le syste`me a` un
proble`me aux valeurs propres dans le but d’obtenir cette fameuse relation de dispersion.
De plus, bien que la de´composition des perturbations en un terme d’amplitude q̂m,n
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lentement variable et un terme d’ondulation Am,n rapide ait permis de simplifier les
e´quations, aucune condition n’a e´te´ invoque´e pour assurer cette de´composition.
Bertolotti et Herbert (1991) et Herbert (1994, 1997) ont alors propose´ pour chaque
mode (m,n) d’ajouter une e´quation scalaire pour a` la fois fermer le proble`me et le-
ver l’ambigu¨ıte´ concernant les de´pendances en x de q̂m,n et Am,n. A` partir de la
de´composition modale adopte´e en stabilite´ locale, le nombre d’onde axial αm,n peut
directement eˆtre obtenu par :
αm,n = −i ∂ ln (q
′)
∂x
= −i 1
q′
∂q′
∂x
(2.39)
Une de´marche similaire peut eˆtre mene´e dans le cas des PSE. A` noter qu’une relation
de fermeture est ne´cessaire pour chaque mode traite´ individuellement. La de´composition
modale des perturbations prend alors la forme suivante :
q′ (x, r, θ, t) = q̂m,n (x, r) exp
[
i
(∫ x
x0
αm,n(ξ)dξ +mθ − nωt
)]
(2.40)
En appliquant le formalisme de´veloppe´ dans l’e´quation (2.39), un nombre d’onde
local α˜m,n peut eˆtre de´fini par :
α˜m,n (x, r) = −i∂ln (q
′)
∂x
= αm,n (x)− i 1
qˆm,n
∂qˆm,n
∂x
(2.41)
A` partir de cette e´quation (2.41), il est possible de noter que les variations axiales
de la perturbation physique sont re´parties suivant deux composantes. Une partie des
fluctuations axiales est absorbe´e par la fonction de phase a` travers αm,n. Les fluctuations
restantes sont quant a` elles absorbe´es par la fonction d’amplitude via le terme (i/qˆm,n) ·
∂qˆm,n/∂x. De plus, α˜m,n de´pend de´sormais de la direction radiale r. Pour avoir une
grandeur comparable a` celle obtenue par la stabilite´ locale, et donc inde´pendante de la
direction radiale r, Airiau (1994) propose de multiplier cette e´quation par qˆ†m,nqˆm,n,
d’inte´grer dans la direction radiale r et de diviser par l’inte´grale de qˆ†m,nqˆm,n :∫∞
0 α˜m,n qˆ
†
m,n qˆm,ndr∫∞
0 qˆ
†
m,n qˆm,n dr
= αm,n (x)− i
∫∞
0 qˆ
†
m,n (∂qˆm,n/∂x) dr∫∞
0 qˆ
†
m,n qˆm,n dr
(2.42)
Pour assurer que la majeure partie des fluctuations axiales soit contenue dans le
terme de phase a` travers αm,n, la condition de normalisation Nm,n est finalement de´finie
par :
Nm,n =
∫ ∞
0
qˆ†m,n
∂qˆm,n
∂x
dr = 0 (2.43)
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De fac¸on plus synthe´tique, l’e´quation (2.42) peut eˆtre re´e´crite sous la forme :
α?m,n = αm,n (x)− i
Nm,n
A2m,n
(2.44)
avec α?m,n le nombre d’onde axial recherche´, Nm,n la condition de normalisation et Am,n
l’amplitude associe´e a` la perturbation choisie. En effet, le choix de la formulation retenue
pour l’amplitude des perturbations est arbitraire. Une revue de plusieurs de´finitions
possibles pour les perturbations, et des conditions de normalisation associe´es, a e´te´
re´alise´e par Airiau (1994). A` chaque de´finition correspond un nombre d’onde axial α?m,n
diffe´rent. Toutefois, ce choix entraˆıne uniquement une modification de la re´partition de
l’e´nergie entre q̂m,n et Am,n, sans pour autant alte´rer la perturbation physique q′.
Dans le cas pre´sent, les fonctions d’amplitude associe´es aux trois composantes de la
vitesse ont e´te´ retenues dans le but de conside´rer l’e´nergie cine´tique des perturbations :
Nm,n =
∫ ∞
0
(
uˆ†xm,n
∂uˆxm,n
∂x
+ uˆ†rm,n
∂uˆrm,n
∂x
+ uˆ†θm,n
∂uˆθm,n
∂x
)
dr = 0 (2.45)
Cette condition est donc applique´e individuellement pour chaque mode (m,n), en ite´rant
sur l’e´quation (2.44) jusqu’a` convergence de α?m,n, atteinte quand Nm,n = 0.
2.2.7 Conditions initiales
L’analyse de la nature du syste`me PSE a permis de montrer qu’une simple me´thode
de marche dans la direction axiale de l’e´coulement e´tait suffisante pour le re´soudre. Ainsi,
seules des conditions initiales a` la station x0 sont requises. Pre´cise´ment, ces conditions
sont le nombre d’onde axial αm,n, les fonctions d’amplitudes qˆm,n, les amplitudes initiales
εm,n et les phases initiales φm,n de tous les modes conside´re´s.
Pour la de´termination de chaque αm,n et qˆm,n, deux possibilite´s peuvent eˆtre envi-
sage´es. La premie`re consiste a` ne´gliger les effets non paralle`les a` la station initiale et a`
extraire la solution de la stabilite´ locale. Cette the´orie, introduite pre´alablement dans le
chapitre 1.4, consiste a` supposer un e´coulement paralle`le. L’e´coulement de base est ainsi
mis sous la forme :
q = q (r) (2.46)
Les perturbations, quant a` elles, sont de´veloppe´es sur une base de mode normaux :
q′ (x, r, θ, t) = qˆ (r) ei(αx+mθ−nωt) (2.47)
L’introduction de ce formalisme dans les e´quations d’Euler line´arise´es conduit a` un
syste`me comparable a` celui des PSE, qui mis sous forme matricielle se re´duit a` :
(Am,n + B) · q̂m,n + D · ∂q̂m,n
∂r
= 0 (2.48)
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avec
Am,n = αm,n(x)A0 +mA1 + nωA2 (2.49)
Ici, les matrices A0, A1, A2, B et D sont uniquement fonction du champ de base et de
ses de´rive´es radiales avec pour expression analytique :
A0 = i

ρ 0 0 ux 0
ρ ux 0 0 0 1
0 ρ ux 0 0 0
0 0 ρ ux 0 0
0 0 0 −ux ρ uxM2j

, A1 =
i
r

0 0 ρ 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

A2 = −i

0 0 0 1 0
ρ 0 0 0 0
0 ρ 0 0 0
0 0 ρ 0 0
0 0 0 −1 ρM2j

, B =

0 ρr +
∂ρ
∂r 0 0 0
0 ρ∂ux∂r 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 −∂ρ∂r 0 0 0

, D =

0 ρ 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Ainsi, la de´termination du nombre d’onde axial αm,n, correspondant au mode hy-
drodynamique instable de Kelvin-Helmholtz, est obtenue via la re´solution du proble`me
aux valeurs propres. Bien qu’une famille de valeurs propres soit extraite, le mode de
Kelvin-Helmholtz est facilement identifiable pour tout n ≥ 0 avec une partie re´elle po-
sitive Re (αm,n) > 0 et une partie imaginaire ne´gative Im (αm,n) < 0. A` cette valeur
propre αm,n est associe´ le vecteur propre qˆm,n recherche´ pour l’initialisation.
Dans le but de garder une certaine cohe´rence avec l’approche PSE, dont l’inte´reˆt
majeur porte sur la prise en compte de la faible divergence du jet, une deuxie`me pos-
sibilite´ consiste a` utiliser une approche locale non paralle`le pour de´terminer le couple
(αm,n, qˆm,n). Cette de´marche est celle adopte´e par Bertolotti et al. (1992). En effet,
afin d’assurer la convergence du proble`me, la condition initiale a` appliquer doit eˆtre la
plus repre´sentative possible de la solution re´elle. Toutefois, comme souligne´ par Airiau
(1994) et Le´on (2012), la solution paralle`le est ge´ne´ralement amplement suffisante. Une
le´ge`re phase transitoire est certes visible sur les premie`res stations mais n’alte`re en rien
la convergence du calcul. L’approche locale paralle`le est donc celle adopte´e dans ce
manuscrit.
Contrairement a` un calcul de stabilite´ line´aire ou` les amplitudes εm,n et les phases
φm,n initiales des modes n’ont pas d’importance, elles sont fondamentales dans un
contexte non line´aire. En effet, comme souligne´ par Rodr´ıguez et al. (2011), les effets
non line´aires couplent l’e´volution de tous les modes. La seule possibilite´ pour extraire ces
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valeurs est de re´aliser une de´composition azimutale des signaux temporels issus d’une
mesure ou d’une simulation nume´rique. Une analyse de´taille´e concernant l’extraction des
amplitudes des modes azimutaux sur une configuration de jet re´el sera pre´sente´e dans
le chapitre 3.
Il est important de souligner une fois de plus que l’ensemble du processus d’initialisa-
tion pre´sente´ ci-dessus doit eˆtre effectue´ pour tous les modes conside´re´s dans les se´ries de
Fourier. Pour l’e´tude des jets laminaires, certains modes dits principaux ont une ampli-
tude initiale bien supe´rieure aux autres. Seuls ces modes sont initialise´s a` la station x0.
Au fur et a` mesure de l’e´volution axiale de ces modes, les interactions modales peuvent
amplifier par non-line´arite´ des modes initialement ne´gligeables qu’il convient de´sormais
de prendre en compte, les modes re´sonants. Ainsi, Day et al. (2001) proposent a` chaque
station axiale d’e´valuer l’amplitude des modes re´sonants. Pour cela, les nombres d’onde
axiaux αm,n des modes en question sont utilise´s pour re´soudre le syste`me PSE non
line´aire ou` les de´rive´es axiales ont e´te´ ne´glige´es :
(Am,n + B) · q̂m,n + D · ∂q̂m,n
∂r
= −TNLm,n (2.50)
A` noter que les αm,n des modes re´sonants sont obtenus pre´alablement par un calcul
PSE line´aire. Si l’amplitude d’un ou plusieurs des vecteurs propres q̂m,n est supe´rieure
a` une certaine valeur seuil, ces modes sont suppose´s significatifs et inte´gre´s au calcul au
meˆme titre que les modes principaux. En revanche, les modes dont l’amplitude n’est pas
suffisante ne sont pas conside´re´s.
Toutefois, Rodr´ıguez et al. (2011) soulignent que dans le cas des jets turbulents, ou`
le contenu spectral des perturbations est tre`s e´tendu, l’ordre de grandeur des amplitudes
initiales est quasiment le meˆme pour l’ensemble des modes. Tous les modes sont alors
de´finis a` la station initiale x0 du calcul.
2.2.8 Conditions aux limites sur l’axe
Le fait d’utiliser un repe`re cylindrique ge´ne`re des termes en 1/r dans le syste`me PSE.
Une singularite´ apparaˆıt alors sur l’axe, en r = 0, qu’il est ne´cessaire de traiter. Dans un
contexte line´aire, Le´on (2012) montre que cette singularite´ est restreinte aux e´quations
de continuite´ et de quantite´ de mouvement dans la direction azimutale. En multipliant
ces e´quations par r et en prenant la limite en r → 0, de nouvelles conditions sont
obtenues en fonction du nombre d’onde azimutal m. Toutefois, avec la prise en compte
des termes non line´aires, toutes les e´quations pre´sentent de´sormais une singularite´ sur
l’axe, ce qui ne permet plus d’exploiter ces conditions. Khorrami et al. (1989) proposent
d’imposer :
lim
r→0
∂q′m,n
∂θ
= 0 (2.51)
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pour que toutes les quantite´s physiques soient lisses et borne´es sur l’axe. Soit,
lim
r→0
∂u′m,n
∂θ
= imu′xm,n ex +
(
imu′rm,n − u′θm,n
)
er +
(
imu′θm,n + u
′
rm,n
)
eθ (2.52)
lim
r→0
∂p′m,n
∂θ
= imp′m,n (2.53)
lim
r→0
∂ρ′m,n
∂θ
= imρ′m,n (2.54)
de sorte que

uˆrm,n = uˆθm,n = 0 : pour m = 0
uˆxm,n = ρˆm,n = pˆm,n = 0 : pour |m| = 1
uˆxm,n = uˆrm,n = uˆθm,n = ρˆm,n = pˆm,n = 0 : pour |m| ≥ 2
(2.55)
Pour m = 0, il manque trois conditions. Pour |m| = 1, deux e´quations deviennent
line´airement de´pendantes, une e´quation supple´mentaire est donc ne´cessaire. Il est tou-
tefois possible de lever cette inde´termination en conside´rant le repe`re carte´sien (x, y, z)
et en imposant :
lim
r→0
θ=0
∂q′m,n
∂y
= lim
r→0
θ=pi
∂q′m,n
∂y
(2.56)
Ainsi, en θ = 0 : ∂/∂y = ∂/∂r, er = ey, eθ = ez donc
lim
r→0
θ=0
∂u′m,n
∂y
=
[
∂uˆxm,n
∂r
ex +
∂uˆrm,n
∂r
ey +
∂uˆθm,n
∂r
ez
]
exp (im0) (2.57)
lim
r→0
θ=0
∂p′m,n
∂y
=
∂pˆm,n
∂r
exp (im0) (2.58)
lim
r→0
θ=0
∂ρ′m,n
∂y
=
∂ρˆm,n
∂r
exp (im0) (2.59)
et en θ = pi : ∂/∂y = −∂/∂r, er = −ey, eθ = −ez donc
lim
r→0
θ=pi
∂u′m,n
∂y
=
[
−∂uˆxm,n
∂r
ex −
∂uˆrm,n
∂r
(−ey)−
∂uˆθm,n
∂r
(−ez)
]
exp (impi) (2.60)
lim
r→0
θ=pi
∂p′m,n
∂y
= −∂pˆm,n
∂r
exp (impi) (2.61)
lim
r→0
θ=pi
∂ρ′m,n
∂y
= −∂ρˆm,n
∂r
exp (impi) (2.62)
de sorte que

∂uˆxm,n
∂r
=
∂ρˆm,n
∂r
=
∂pˆm,n
∂r
= 0 : pour m = 0
∂uˆrm,n
∂r
=
∂uˆθm,n
∂r
= 0 : pour |m| = 1
(2.63)
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Finalement, les conditions suivantes sont applique´es sur l’axe :
∂uˆxm,n
∂r
= uˆrm,n = uˆθm,n =
∂ρˆm,n
∂r
=
∂pˆm,n
∂r
= 0 : pour m = 0
uˆxm,n =
∂uˆrm,n
∂r
=
∂uˆθm,n
∂r
= ρˆm,n = pˆm,n = 0 : pour |m| = 1
uˆxm,n = uˆrm,n = uˆθm,n = ρˆm,n = pˆm,n = 0 : pour |m| ≥ 2
(2.64)
2.2.9 Conditions aux limites en champ lointain
En champ lointain, le syste`me PSE (2.33) peut eˆtre simplifie´ en conside´rant le milieu
ambiant au repos, soit ux = ur = uθ = 0, et en supposant l’effet des termes non line´aires
ne´gligeable :
iραm,nuˆxm,n +
ρ
r
uˆrm,n +
imρ
r
uˆθm,n − inωρˆm,n + ρ
(
∂uˆxm,n
∂x
+
∂uˆrm,n
∂r
)
= 0 (2.65a)
−inωρuˆxm,n + iαm,npˆm,n +
∂pˆm,n
∂x
= 0 (2.65b)
−inωρuˆrm,n +
∂pˆm,n
∂r
= 0 (2.65c)
−inωρuˆθm,n +
im
r
pˆm,n = 0 (2.65d)
inωρˆm,n − inωρM2j pˆm,n = 0 (2.65e)
Pour re´soudre ce syste`me, une approche classique consiste a` utiliser une condi-
tion de non re´flexion sur cette frontie`re comme celle de Thompson (1987) base´e sur la
me´thode des caracte´ristiques. Piot et al. (2006) et Le´on (2012) proposent une approche
diffe´rente qui consiste a` simplifier davantage les e´quations pre´ce´dentes en conside´rant
comme ne´gligeables les variations axiales des termes d’amplitudes en champ lointain,
soit ∂pˆm,n/∂x et ∂uˆxm,n/∂x. Si pour le terme ∂pˆm,n/∂x cette hypothe`se semble conve-
nable au vu de la discussion apporte´e sur la parabolicite´ des e´quations, pour le terme
∂uˆxm,n/∂x elle reste discutable. Toutefois, Piot et al. (2006) et Le´on (2012) soulignent
que les re´sultats obtenus avec cette me´thode sont similaires a` ceux issus de me´thodes
plus complexes. Cette hypothe`se sera donc exploite´e, ce qui permet de re´e´crire le syste`me
sous la forme d’une e´quation diffe´rentielle homoge`ne d’ordre deux pour pˆm,n :
∂2pˆm,n
∂r2
+
1
r
∂pˆm,n
∂r
+
(
ρn2 ω2M2j −
m2
r2
− α2m,n
)
pˆm,n = 0 (2.66)
La solution de cette e´quation est une combinaison line´aire des fonctions de HankelH
(1)
m et
H
(2)
m ou` seule la solution asymptotiquement de´croissante radialement est physiquement
acceptable. Ainsi, loin du jet, pˆm,n prend la forme d’une fonction de Hankel du premier
type d’ordre m :
pˆm,n = H
(1)
m (iλm,nr) (2.67)
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avec λ2m,n = α
2
m,n − ρn2ω2M2j tel que Re (λm,n) > 0.
Finalement, en s’appuyant sur le comportement asymptotique de H
(1)
m en champ
lointain, la relation suivante est applique´e sur la frontie`re :
∂pˆm,n
∂r
+
(
λm,n +
1
2r
)
pˆm,n = 0 (2.68)
2.3 Re´solution du syste`me PSE non line´aire
2.3.1 Discre´tisation du domaine de calcul
La re´solution nume´rique du syste`me PSE complet ne´cessite de prendre en compte
le syste`me des e´quations de stabilite´ parabolise´es (2.33), la condition de normalisation
(2.45), les conditions initiales (α0m,n , qˆ0m,n) en x0, les amplitudes initiales εm,n et les
conditions aux limites sur l’axe (2.64) et en champ lointain (2.68), et ce pour tous les
modes (m,n) conside´re´s dans les se´ries de Fourier. Il s’agit d’un proble`me d’e´volution
dans la direction axiale, re´solu par une simple me´thode de marche en x, ou` la solution
est recherche´e a` chaque station sous la forme de couples (αm,n, qˆm,n).
La de´termination d’une solution exacte e´tant impossible, l’objectif est de calculer une
solution approche´e en un nombre fini de points. Pour cela, une discre´tisation du domaine
spatial (x, r) est ne´cessaire. Les termes de “maillage” ou de “grille” sont ge´ne´ralement
utilise´s. Cette e´tape est d’une importance cruciale car elle conditionne la convergence et
la qualite´ de la solution. Ainsi, la re´partition axiale et radiale des points de calcul doit
eˆtre judicieuse pour re´pondre au mieux au proble`me pose´.
Dans le cas pre´sent, il s’agit d’e´tudier l’e´volution axiale des instabilite´s hydrodyna-
miques se de´veloppant dans les e´coulements de type jets. Comme vu dans le chapitre 1,
ces e´coulements pre´sentent de tre`s forts gradients radiaux localise´s au niveau de la couche
de me´lange. Un raffinement radial du maillage autour de cette zone est donc ne´cessaire,
principalement au niveau de la section de sortie ou` les gradients sont les plus importants.
L’e´vasement du jet peut e´galement eˆtre conside´re´ avec une re´partition radiale qui e´volue
axialement. Toutefois, la contrainte sur la discre´tisation radiale autour de la couche de
me´lange diminue dans la direction axiale, de par la divergence meˆme faible du jet et
l’e´paississement des couches de me´lange. Ainsi, le choix est fait de conserver la meˆme
re´partition radiale a` toutes les positions axiales. De plus, la re´solution du syste`me PSE
est faite par pas successifs en x. Un maillage carte´sien dans cette direction semble eˆtre
un choix approprie´. Finalement, dans l’ensemble des configurations traite´es, un maillage
structure´ bidimensionnel rectiligne localement raffine´ autour de la couche de me´lange
initiale a` r/d = 0.5 sera utilise´. Un exemple de maillage est illustre´ sur la Fig. 2.2 ou`
le nombre de points radiaux a e´te´ volontairement re´duit dans un souci de visibilite´.
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Un maillage re´aliste est constitue´ d’environ 250 points, dont 60% sont localise´s dans
l’intervalle r/d = [0, 1]
Figure 2.2 : Maillage structure´ bidimensionnel rectiligne raffine´ autour de r/d = 0.5
2.3.2 De´termination des termes non line´aires
La de´termination des termes de forc¸age TNLm,n provenant des interactions entre
modes doit eˆtre re´alise´e sur l’ensemble des modes (m,n). Une premie`re approxima-
tion ne´cessaire a` l’estimation de ces termes consiste a` limiter le nombre de modes, en
conside´rant M×N modes, par une troncature de la double somme des modes de Fourier.
En ne´gligeant a` la fois les fluctuations incohe´rentes et les modes tronque´s, la forme des
perturbations est simplifie´e :
q′ (x, r, θ, t) =
N∑
n=−N
M∑
m=−M
q˜m,n (x, r) exp [i (mθ − nωt)] (2.69)
Afin de quantifier l’impact des modes tronque´s sur l’e´volution des modes re´solus,
Rodr´ıguez et al. (2011) ont analyse´ l’effet de troncature des se´ries de Fourier. En effet,
dans un contexte non line´aire, toutes les fre´quences et nombres d’onde azimutaux sont
a priori couple´s. Sur le cas d’un jet libre, les auteurs ont compare´ les re´sultats obtenus
par PSE en conside´rant six et neuf modes axisyme´triques. Les e´carts entre les deux cas
sont ne´gligeables a` condition d’exclure les modes a` basse fre´quence St < 0.1. Toutefois,
l’analyse de l’effet de troncature sur les modes azimutaux et dans le cas d’un jet force´
n’a jamais e´te´ re´alise´e.
Dans le but de valider l’estimation des termes non line´aires, deux me´thodes de calcul
pre´sente´es par Le´on (2012) sont utilise´es. La premie`re consiste a` re´aliser une transforme´e
de Fourier inverse des qˆm,n afin de de´terminer la perturbation physique dans le domaine
temporel q′ ainsi que ses de´rive´es axiales et radiales. Les TNL sont alors calcule´s direc-
tement en effectuant le produit des perturbations dans l’espace physique. Finalement,
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une transforme´e de Fourier des TNL permet de de´terminer les TNLm,n dans le domaine
spectral.
La seconde me´thode permet de trouver directement une solution analytique des
TNLm,n dans le domaine spectral en identifiant les produits des se´ries a` des produits
de Cauchy :
(
+∞∑
i=−∞
ai
)
·
 +∞∑
j=−∞
bj
 = +∞∑
n=−∞
cn, avec cn =
(
+∞∑
k=−∞
ak bn−k
)
(2.70)
Cependant, avec cette dernie`re me´thode, une hypothe`se, qui sera ve´rifie´e dans la suite de
cet expose´, consiste a` ne garder que les contributions au deuxie`me ordre des TNLm,n.
Ainsi, e´tant donne´ que les contributions d’ordre supe´rieur ou e´gal a` trois sont ne´glige´es
dans notre cas, une solution analytique approche´e au deuxie`me ordre des TNLm,n peut
eˆtre de´termine´e. L’expression analytique de ces termes est :
TNL(1)m,n =
+∞∑
p=−∞
+∞∑
q=−∞
[
uˆxm−p,n−q
(
∂ρˆp,q
∂x
+ iαp,qρˆp,q
)
(2.71a)
+ ρˆm−p,n−q
(
∂uˆxp,q
∂x
+ iαp,quˆxp,q
)
+ uˆrm−p,n−q
∂ρˆp,q
∂r
+ ρˆm−p,n−q
∂uˆrp,q
∂r
+
1
r
uˆrm−p,n−q ρˆp,q
+
im
r
uˆθm−p,n−q ρˆp,q
]
Am−p,n−qAp,q
TNL(2)m,n =
+∞∑
p=−∞
+∞∑
q=−∞
[
ρ
(
uˆxm−p,n−q
{
∂uˆxp,q
∂x
+ iαp,quˆxp,q
}
(2.71b)
+ uˆrm−p,n−q
∂uˆxp,q
∂r
+
ip
r
uˆφm−p,n−q uˆxp,q
)
+ ρˆm−p,n−q
(
−iqωuˆxp,q + ux
{
∂uˆxp,q
∂x
+ iαp,quˆxp,q
}
+ ur
∂uˆxp,q
∂r
+ uˆxp,q
∂ux
∂x
+ uˆrp,q
∂ux
∂r
)
+ o
(
δ2
)]Am−p,n−qAp,q
TNL(3)m,n =
+∞∑
p=−∞
+∞∑
q=−∞
[
ρ
(
uˆxm−p,n−q
{
∂uˆrp,q
∂x
+ iαp,quˆrp,q
}
(2.71c)
+ uˆrm−p,n−q
∂uˆrp,q
∂r
+
ip
r
uˆφm−p,n−q uˆrp,q +
1
r
uˆθm−p,n−q uˆθp,q
)
+ ρˆm−p,n−q
(
−iqωuˆrp,q + ux
{
∂uˆrp,q
∂x
+ iαp,quˆrp,q
}
+ ur
∂uˆrp,q
∂r
+ uˆxp,q
∂ur
∂x
+ uˆrp,q
∂ur
∂r
)
+ o
(
δ2
)]Am−p,n−qAp,q
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TNL(4)m,n =
+∞∑
p=−∞
+∞∑
q=−∞
[
ρ
(
uˆxm−p,n−q
{
∂uˆθp,q
∂x
+ iαp,quˆθp,q
}
(2.71d)
+ uˆrm−p,n−q
∂uˆθp,q
∂r
+
ip
r
uˆθm−p,n−q uˆθp,q +
1
r
uˆrm−p,n−q uˆθp,q
)
+ ρˆm−p,n−q
(
−iqωuˆθp,q + ux
{
∂uˆθp,q
∂x
+ iαp,quˆθp,q
}
+ ur
∂uˆθp,q
∂r
+
1
r
uruˆθp,q
)
+ o
(
δ2
)]Am−p,n−qAp,q
TNL(5)m,n =
+∞∑
p=−∞
+∞∑
q=−∞
[
ρM2j
(
uˆxm−p,n−q
{
∂pˆp,q
∂x
+ iαp,qpˆp,q
}
(2.71e)
+ uˆrm−p,n−q
∂pˆp,q
∂r
+
ip
r
uˆθm−p,n−q pˆp,q
)
+ ρˆm−p,n−qM2j
(
−iqωpˆp,q + ux
{
∂pˆp,q
∂x
+ iαp,qpˆp,q
}
+ ur
∂pˆp,q
∂r
)
− uˆxm−p,n−q
{
∂ρˆp,q
∂x
+ iαp,qρˆp,q
}
− uˆrm−p,n−q
∂ρˆp,q
∂r
− ip
r
uˆθm−p,n−q ρˆp,q
− γM2j pˆm−p,n−q
(
−iqωρˆp,q + ux
{
∂ρˆp,q
∂x
+ iαp,qρˆp,q
}
+ uˆxp,q
∂ρ
∂x
+ ur
∂ρˆp,q
∂r
+ uˆrp,q
∂ρ
∂r
)
+ o
(
δ2
)]Am−p,n−qAp,q
Une comparaison entre les deux me´thodes est re´alise´e dans le chapitre 3. Les re´sultats
fournis par chacune des me´thodes sont en parfait accord. Toutefois, avec l’utilisation
d’un algorithme de transforme´e de Fourier rapide, la premie`re approche permet une
estimation plus rapide des TNLm,n et sera donc privile´gie´e.
2.3.3 Approximation des de´rive´es axiales
Par souci de clarte´, l’aspect nume´rique lie´ aux PSE est limite´ dans un premier temps
a` la de´termination d’une solution approche´e du seul syste`me non homoge`ne d’e´quations
aux de´rive´es partielles line´aires (2.33). Une approche classique consiste a` discre´tiser par
diffe´rences finies les ope´rateurs de de´rivation en utilisant des formules de Taylor.
Dans la direction axiale, la mode´lisation choisie impose une lente variation des fonc-
tions d’amplitude. Ainsi, un sche´ma d’Euler implicite de´centre´ d’ordre 1 est ge´ne´ralement
juge´ suffisant pour estimer les de´rive´es axiales. En effet, sur le cas d’un jet analytique in-
compressible pre´alablement e´tudie´ par Yen et Messersmith (1998), Le´on (2012) a montre´
que les effets d’un sche´ma d’ordre 2 e´taient ne´gligeables.
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La de´rive´e par rapport a` x d’une variable ξj discre`te approche´e au point xj s’e´crit
donc :
∂ξj
∂x
=
ξj − ξj−1
∆x
(2.72)
avec ∆x = xj − xj−1 constant.
La stabilite´ du sche´ma est assure´e par le caracte`re implicite de la formulation choisie,
comme souligne´ dans les travaux de Airiau (1994).
2.3.4 Approximation des de´rive´es radiales
Dans la direction radiale, il est primordial de capturer finement l’inflexion du pro-
fil de vitesse a` l’origine de l’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz. Malik et Chang (2000)
et Rodr´ıguez et al. (2011) ont choisi d’utiliser un sche´ma aux diffe´rences finies centre´
d’ordre 4. Cette me´thode permet d’obtenir des re´sultats pre´cis pour un nombre rai-
sonnable de points, sans contrainte particulie`re sur la discre´tisation radiale. Piot et al.
(2006) et Le´on (2012) utilisent quant a` eux une me´thode de collocation spectrale avec
une de´composition des fonctions propres sur la base des polynoˆme de Tchebychev. Cette
me´thode ne´cessite moins de points et est plus pre´cise que les me´thodes de type diffe´rences
finies. Toutefois, la contrainte sur le maillage est plus se´ve`re et des oscillations de type
Gibbs peuvent apparaˆıtre si la re´partition des points de collocation n’est pas parfaite-
ment adapte´e au proble`me. Si, dans un contexte line´aire, cette me´thode est a` privile´gier,
la prise en compte des termes non line´aires, qui pre´sentent de fortes oscillations radiales
sur une grande e´tendue spatiale, la met en de´faut.
Apre`s l’utilisation et la comparaison de diffe´rents sche´mas nume´riques, les sche´mas
compacts se sont ave´re´s eˆtre le meilleur compromis, offrant une pre´cision pseudo-spectrale
et une contrainte sur le maillage similaire a` celles des me´thodes de diffe´rences finies clas-
siques. Sur maillage uniforme, le sche´ma choisi est celui de´veloppe´ par Lele (1992) qui
peut eˆtre utilise´ non seulement pour l’approximation des de´rive´es, mais e´galement pour
des applications de filtrage et d’interpolation. A` titre d’information, ce sche´ma sera
e´galement utilise´ comme proce´dure de filtrage lors du pre´-traitement du champ de base.
Pre´cise´ment, une approximation tridiagonale d’ordre 6 de la de´rive´e radiale premie`re est
obtenue par :
1
3
ξ
′
j−1 + ξ
′
j +
1
3
ξ
′
j+1 =
14
9
ξj+1 − ξj−1
2h
+
1
9
ξj+2 − ξj−2
4h
(2.73)
avec h = rj − rj−1 le pas constant de discre´tisation.
A` proximite´ des limites du domaine, des sche´mas de´centre´s sont ne´cessaires. Un
sche´ma de Pade´ d’ordre 3 est utilise´ aux nœuds 1 et N, soit respectivement :
ξ
′
1 + 2 ξ
′
2 =
1
h
(
−5
2
ξ1 + 2 ξ2 +
1
2
ξ3
)
(2.74)
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ξ
′
N + 2 ξ
′
N−1 =
1
h
(
5
2
ξN − 2 ξN−1 − 1
2
ξN−2
)
(2.75)
Aux nœuds 2 et N-1, l’ordre du sche´ma de Pade´ est augmente´ a` 4, soit :
1
4
ξ
′
1 + ξ
′
2 +
1
4
ξ
′
3 =
3
4h
(ξ3 − ξ1) (2.76)
1
4
ξ
′
N−2 + ξ
′
N−1 +
1
4
ξ
′
N =
3
4h
(ξN − ξN−2) (2.77)
L’ensemble de ces e´quations permettent de construire une matrice de de´rivation
valable uniquement si la re´partition des points est uniforme. Or, comme mentionne´
pre´ce´demment, un maillage non uniforme est primordial dans la direction radiale avec
un raffinement local autour de la couche de me´lange. Pour passer du maillage uniforme
au non uniforme, deux solutions sont possibles. La premie`re consiste a` re´aliser une trans-
formation jacobienne pour approcher les fonctions physiques sur le maillage uniforme. Il
s’agit bel et bien d’une approximation qui peut donc eˆtre source d’erreurs. La deuxie`me
approche est celle adopte´e par Gamet et al. (1999) qui consiste a` e´tendre le sche´ma
nume´rique de Lele (1992) a` la prise en compte d’un pas de discre´tisation non uniforme.
On obtient un syste`me d’e´quations e´quivalent a` (2.73)-(2.77). Apre`s inversion de ce
syste`me, la matrice de de´rivation Λj est e´crite comme :
∂ξj
∂r
= Λj · ξj (2.78)
Ainsi, le sche´ma compact d’ordre 4 sur maillage non uniforme de Gamet et al. (1999)
sera utilise´ dans la suite de ce manuscrit pour estimer les de´rive´es radiales.
2.3.5 Re´solution du syste`me
La me´thode de de´termination des couples (αpjm,n , qˆ
p
jm,n
) est un processus ite´ratif, ou`
l’exposant p est choisi pour symboliser un nombre d’ite´rations. A` la premie`re ite´ration, les
α0jm,n et les qˆ
0
jm,n
sont obtenus, soit en x0 par les conditions initiales issues de l’analyse de
stabilite´ locale, soit en xj par la solution a` l’abscisse pre´ce´dente xj−1. Cette initialisation
est effectue´e uniquement sur les indices d’harmoniques fre´quentielles positifs n ≥ 0.
Les conditions de syme´trie permettent d’e´tendre l’initialisation a` l’ensemble des modes
conside´re´s. Les termes non line´aires TNLpjm,n sont ensuite calcule´s a` chaque ite´ration
pour tous les modes, a` partir des valeurs des perturbations de l’ite´ration pre´ce´dente p−1.
Pour p = 0, ils sont de´termine´s par la solution a` l’abscisse pre´ce´dente xj−1, hormis a` la
station initiale ou` ils sont ne´glige´s. Une fois le calcul des termes non line´aires effectue´,
l’approximation des de´rive´es axiales et radiales permet de de´finir le syste`me PSE discret :(
Ajm,n + Bj +
Cj
∆x
+ Dj ·Λj
)
· q̂jm,n =
Cj
∆x
· q̂j−1m,n −
TNLjm,n
Ajm,n
(2.79)
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Le terme non line´aire e´tant connu, au meˆme titre que la solution a` l’abscisse pre´ce´dente
xj−1, le membre de droite est donc connu. La re´solution nume´rique du syste`me PSE
discret permet d’obtenir une estimation de la solution qˆp+1jm,n a` l’abscisse courante xj . Le
nombre d’onde axial αpjm,n est ensuite corrige´ a` l’aide de la condition de normalisation
de sorte que :
αp+1jm,n = α
p
jm,n
− i
∆x
∫∞
0 qˆ
†p
jm,n
·
(
qˆpjm,n − qˆj−1m,n
)
dr∫∞
0 qˆ
†p
jm,n
qˆpjm,ndr
(2.80)
Une ite´ration sur p est finalement re´alise´e jusqu’a` satisfaire le crite`re de convergence
suivant : ∣∣∣∣∣α
p+1
jm,n
− αpjm,n
αp+1jm,n
∣∣∣∣∣ ≤ 10−4 (2.81)
Apre`s une analyse de la convergence sur diffe´rents cas tests, cette valeur de 10−4 a e´te´
juge´e suffisante pour l’obtention d’une solution converge´e a` l’abscisse courante xj . Une
diminution du seuil, bien que possible, ne fait qu’augmenter le temps de calcul pour
une solution qui n’est en rien alte´re´e. Une me´thode de Newton-Raphson est utilise´e
afin d’acce´le´rer la convergence du processus ite´ratif. Ge´ne´ralement, en non line´aire, une
dizaine d’ite´rations est ne´cessaire pour ve´rifier le crite`re de convergence.
Une fois cette solution converge´e obtenue, l’e´tude des modes re´sonants est effectue´e
afin de voir si leurs amplitudes sont suffisantes pour que ces modes soient conside´re´s
a` l’abscisse suivante. Finalement, une marche en x est effectue´e et le processus ite´ratif
re´initialise´, et ce jusqu’a` l’abscisse finale du calcul. De fac¸on similaire a` ce qui a e´te´ re´alise´
par Airiau (1994) et Le´on (2012) dans le cadre des PSE line´aires, un organigramme per-
mettant de synthe´tiser l’ensemble des e´tapes mentionne´es pre´ce´demment est repre´sente´
sur la Fig. 2.3.
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Afin d’e´tendre la mode´lisation des instabilite´s hydrodynamiques des jets au moyen
des e´quations de stabilite´ parabolise´es (PSE) a` la prise en compte des interactions
possibles entre modes, les e´quations du mouvement du fluide sont e´tablies dans un
premier temps pour le cas ge´ne´ral. Par la technique des perturbations, le champ ins-
tantane´ est de´fini comme la superposition d’un champ de base stationnaire et d’une
fluctuation. Dans la pre´sente e´tude, le champ moyen obtenu par LES est assimile´ au
champ de base. Une discussion est apporte´e sur le choix de´licat de ce dernier dans
le cas des e´coulements turbulents. Les e´quations du mouvement des perturbations,
sur lesquelles repose l’approche PSE, sont finalement de´veloppe´es dans le repe`re cy-
lindrique qui est le plus adapte´ a` l’e´tude des e´coulements de type jet sortant d’une
tuye`re axisyme´trique.
Le de´veloppement de l’approche PSE est ensuite re´alise´ dans un contexte faible-
ment non line´aire. La forme modale choisie et les hypothe`ses sous-jacentes faites
pour mode´liser a` la fois l’e´volution et les interactions non line´aires des structures
cohe´rentes a` grandes e´chelles y sont de´taille´es. Une attention particulie`re est porte´e
sur la de´formation du champ moyen. Si dans le cas des jets turbulents naturels, le fait
de conside´rer le champ moyen comme champ de base permet d’inclure indirectement
les modes stationnaires, le choix discutable de les ne´gliger dans le cas des jets force´s
est provisoirement fait.
Finalement, l’obtention d’une solution analytique e´tant inenvisageable, une
discre´tisation du syste`me PSE non line´aire est e´tablie. Une pre´sentation de´taille´e
de l’ensemble des e´tapes du processus ite´ratif et des me´thodes nume´riques retenues
pour la re´solution du syste`me est re´alise´e.
Le mode`le de´veloppe´ dans ce chapitre permet non seulement de prendre en compte
la faible divergence de l’e´coulement sur l’e´volution des structures cohe´rentes a` grande
e´chelle des jets mais e´galement de conside´rer les interactions non line´aires qui peuvent
apparaˆıtre entre ces ondes d’instabilite´. Une interrogation persiste ne´anmoins sur
l’importance de ces non-line´arite´s dans le cas des jets turbulents naturels. Si tel est le
cas, une ame´lioration de la pre´vision du rayonnement acoustique des jets posse´dant
une vitesse de phase subsonique serait envisageable au moyen de l’approche PSE non
line´aire.
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Figure 2.3 : Organigramme de re´solution du syste`me PSE non line´aire
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Chapitre3
Analyse d’un jet subsonique par les
approches PSE line´aires et non line´aires
Suite au de´veloppement de l’approche PSE non line´aire, son application sur une
configuration re´aliste de jet, traite´e a` la fois expe´rimentalement et nume´riquement,
est expose´e dans ce chapitre. L’objectif est de de´terminer si les interactions non
line´aires entre les ondes d’instabilite´ ont un impact sur la dynamique et le rayonne-
ment acoustique du jet. Dans un premier temps, on pre´sente les caracte´ristiques de
l’e´coulement ainsi que les re´sultats expe´rimentaux et nume´riques existants sur cette
configuration. Une analyse PSE line´aire est ensuite mene´e, ou` le champ moyen issu de
la simulation LES est de´fini comme le champ de base pour les calculs de stabilite´. Les
re´sultats en champ proche et en champ lointain sont compare´s aux mesures et aux
simulations existantes. Finalement, l’impact des interactions entre les ondes d’insta-
bilite´ dans le cas d’un jet naturel est e´value´ par l’utilisation de l’approche non line´aire.
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3.1 Pre´sentation des re´sultats expe´rimentaux et nume´riques
existants sur le jet e´tudie´
3.1.1 Caracte´ristiques du jet
La configuration e´tudie´e dans la suite du manuscrit est celle d’un jet chaud subso-
nique qui a fait l’objet de nombreuses e´tudes au sein de l’ONERA, a` la fois expe´rimentales
et nume´riques, avec notamment les travaux de Dahan (1976, 1977), Biancherin (2003),
Muller et al. (2006), Piot et al. (2006), Huet (2013) et Lorteau et al. (2013, 2014, 2015).
Il s’agit d’un jet turbulent a` haut nombre de Reynolds Red = 4 × 105 et fortement
chauffe´ avec Tj/T∞ = 2.96. De ce fait, la vitesse du son dans le jet est supe´rieure a`
celle du milieu ambiant. Ainsi, bien que le jet soit subsonique avec un nombre de Mach
a` l’e´jection Mj = Uj/cj = 0.7, ce dernier est supersonique vis-a`-vis du milieu ambiant
avec un nombre de Mach acoustique M∞ = Uj/c∞ = 1.2. Par conse´quent, le princi-
pal me´canisme acoustique sera le rayonnement par ondes de Mach. Une synthe`se des
caracte´ristiques du jet est expose´e dans le Tab.3.1. Les valeurs dimensionne´es corres-
pondent au dispositif expe´rimental pre´sente´ ci-apre`s.
Table 3.1 : Point de fonctionnement de la configuration e´tudie´e.
d (m) Uj (m.s
−1) Tj (K) T∞ (K) Red Mj M∞ Tj/T∞
0.08 410 830 280 4× 105 0.7 1.2 2.96
3.1.2 Dispositif expe´rimental
Les campagnes de mesures ont e´te´ re´alise´es dans la souﬄerie ane´cho¨ıque CEPRA 19
de l’ONERA. CEPRA 19 est une souﬄerie a` circuit ouvert, dite de type “Eiffel” avec
pour veine d’essais une chambre ane´cho¨ıque en forme de quart de sphe`re de 9.5 m de
rayon, comme illustre´ sur la Fig. 3.1. Afin de de´livrer un e´coulement stable et uniforme,
la chambre de tranquillisation de 9 × 9 m2 est munie de filtres, de deux range´es de
baﬄes acoustiques pour limiter le bruit d’origine externe et d’une se´rie d’e´crans et de
grilles en nid d’abeille pour re´duire le taux de turbulence. Deux convergents peuvent eˆtre
utilise´s, de 3 m et 2 m de diame`tre, pour produire respectivement une vitesse maximale
de 61 m.s−1 et 130 m.s−1.
Dans le cadre de la pre´sente e´tude, une tuye`re circulaire simple-flux de diame`tre d =
0.08 m a e´te´ installe´e a` l’entre´e de la veine d’essais. Afin de re´pondre aux caracte´ristiques
du jet pre´alablement de´crites, un e´coulement a` une vitesse Uj = 410 m.s
−1 et a` une
tempe´rature Tj = 830 K est produit par la tuye`re. Pour cette configuration, des mesures
acoustiques en champ proche et en champ lointain ont e´te´ re´alise´es.
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En champ proche, une antenne azimutale compose´e de 20 microphones Bru¨el & Kjær
4939, e´quire´partis en azimut, a e´te´ utilise´e pour effectuer des mesures instationnaires des
fluctuations de pression. Un domaine spatial en x/d = [−2; 15] et en r/d = [1.5; 5] a e´te´
e´tudie´ en exploitant diffe´rentes positions axiales et radiales de l’antenne. De plus, par une
transforme´e de Fourier dans la direction azimutale, cette antenne permet d’effectuer des
de´compositions azimutales des signaux. Ainsi, les re´sultats obtenus pour chaque mode
par l’analyse de stabilite´ peuvent eˆtre compare´s de fac¸on de´taille´e aux mesures.
Les niveaux de pression en champ lointain ont quant a` eux e´te´ obtenus a` partir de
16 microphones Bru¨el & Kjær 4939, place´s sur un arc a` 75 d de l’axe du jet dans le plan
de sortie de la tuye`re, pour des angles allant de 30◦ a` 140◦, comme repre´sente´ sur la
Fig. 3.1.
(a) (b)
Figure 3.1 : Photographies du mate´riel de mesures acoustiques (a) et de la tuye`re
d = 0.08 m (b) dans la souﬄerie ane´cho¨ıque CEPRA 19 de l’ONERA, extrait de
Lorteau et al. (2013).
A` noter que des mesures ae´rodynamiques ont e´galement e´te´ effectue´es sur cette
configuration, au moyen d’une sonde cinq trous et par LDV. Les mesures de vitesse
axiale moyenne et rms sur l’axe ont notamment e´te´ utilise´es pour e´valuer la pertinence
des re´sultats obtenus par la simulation LES.
Historiquement, une premie`re campagne d’essais a eu lieu en 2006 par Muller (2006).
Sur cette base de donne´es, Piot et al. (2006) ont notamment effectue´ une comparaison des
re´sultats obtenus par LES et par PSE line´aires avec les mesures. Les deux approches ont
montre´ une e´volution similaire qui reproduit correctement les mesures, hormis en aval
du coˆne potentiel. Malheureusement, aucune donne´e expe´rimentale n’e´tait disponible
dans cette zone de l’e´coulement pour discriminer l’une ou l’autre des deux approches. Il
a alors e´te´ sugge´re´ que ces e´carts soient dus a` des effets non line´aires non pris en compte
par l’approche PSE line´aire. De plus, Muller (2006) a note´ une de´viation de l’axe du jet
vers le bas, ce qui alte`re ine´vitablement la qualite´ des mesures et plus particulie`rement la
de´composition azimutale des signaux. Une nouvelle campagne d’essais a ainsi e´te´ re´alise´e
en 2010, ou` un capotage externe a e´te´ utilise´ pour garantir le maintien de la tuye`re et
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supprimer la de´viation de l’axe du jet. Lorteau et al. (2013) ont alors remarque´ que
les basses fre´quences des modes azimutaux e´leve´s (m ≥ 4) sont les plus influence´es par
cette de´viation. Des mesures en champ proche en aval du coˆne potentiel ont e´galement
e´te´ re´alise´es pour palier aux proble`mes souligne´s lors de la campagne de 2006. Dans ce
manuscrit, les re´sultats expe´rimentaux pre´sente´s sont ceux de la campagne de 2010.
3.1.3 Simulation aux grandes e´chelles (LES)
Dans l’optique de reproduire nume´riquement l’e´tude mene´e en 2010 a` CEPRA 19,
une simulation aux grandes e´chelles (LES) a e´te´ re´alise´e par Lorteau (2015) avec le code
CEDRE R© (Calcul des E´coulements Diphasiques Re´actifs pour l’E´nerge´tique) de´veloppe´
par l’ONERA. CEDRE R© est une plateforme logicielle multiphysique permettant la simu-
lation d’e´coulements multiphasiques et multi-espe`ces. Elle est utilise´e pour des applica-
tions industrielles et de recherches dans les domaines de l’e´nerge´tique et de la propulsion
tels que la combustion, le givrage ou encore le bruit de jet. La re´solution des e´quations
de Navier-Stokes est effectue´e sur des maillages polye´driques par une approche de type
volumes finis pour les variables conservatives.
Le mode`le de sous-maille de Smagorinsky a e´te´ choisi par Lorteau (2015) pour
mode´liser les plus petites e´chelles de la turbulence. Le maillage est axisyme´trique et
correspond a` une rotation sur 360◦ d’une grille 2D, hormis sur l’axe ou` un maillage en
O est utilise´ pour traiter la singularite´ et limiter la taille des mailles pre`s de l’axe. Une
coupe du maillage dans le plan z = 0 est pre´sente´e sur la Fig. 3.2. La discre´tisation azi-
mutale a e´te´ fixe´e a` 480 plans azimutaux suite a` une e´tude de convergence en maillage.
Figure 3.2 : Coupe du maillage dans le plan x = 0 ou` seulement un point sur cinq est
repre´sente´, extrait de Lorteau (2015).
Afin de garantir le bon de´veloppement de l’e´coulement en aval de la sortie de tuye`re,
une zone conique allant de (x/d = −2; r/d = 2.4) a` (x/d = 25; r/d = 5), a e´te´ raffine´e
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de sorte que la fre´quence de coupure du maillage corresponde a` un nombre de Strouhal
St = 1.0. Un inte´reˆt particulier a e´te´ porte´ sur la re´solution de la couche limite se
de´veloppant dans la tuye`re pour de´crire fide`lement l’e´tat initialement turbulent du jet.
La solution retenue a e´te´ d’introduire une petite marche dans la tuye`re pour de´stabiliser
la couche limite. Une e´tude parame´trique a e´te´ re´alise´e pour de´terminer la position et la
hauteur de la marche afin de garantir un de´veloppement de la couche de cisaillement en
accord avec les donne´es expe´rimentales. En de´finitive, le maillage obtenu est compose´
d’environ 240 millions de cellules.
A l’entre´e de la tuye`re, seuls des profils uniformes de pression totale et de tempe´rature
totale sont impose´s, de manie`re a` laisser la couche limite se de´velopper librement. Un
sche´ma temporel implicite de Runge-Kutta d’ordre deux a e´te´ utilise´, associe´ a` un sche´ma
spatial d’ordre deux pour re´soudre les e´quations de Navier-Stokes. La simulation a e´te´
effectue´e avec un pas de temps ∆t = 5 × 10−7 sur une dure´e physique de 100 ms,
correspondant a` 500 unite´s de temps convectives, conside´re´e comme suffisante pour
assurer la convergence des statistiques de l’e´coulement moyen.
Par comparaison avec les re´sultats de mesure, la longueur du coˆne potentiel, le niveau
rms de la vitesse axiale sur l’axe, la croissance de la couche de cisaillement ainsi que la
structure spatio-temporelle de la pression en champ proche et en champ lointain sont
correctement repre´sente´s par la simulation LES de Lorteau (2015).
3.2 Analyse PSE line´aire des fluctuations de pression en
champ proche
3.2.1 Interpolation du champ de base sur le maillage PSE
Comme souligne´ dans le chapitre 2.2, le champ moyenne´ en temps et en azimut
obtenu par la LES est utilise´ comme champ de base pour l’e´tude de stabilite´. La Fig. 3.3
repre´sente les contours de vitesse axiale moyenne extraite du calcul LES.
Toutefois, le maillage PSE ne ne´cessite pas d’eˆtre aussi raffine´ que le maillage LES.
Dans le cas pre´sent, le domaine choisi est restreint a` x/d = [0.3; 10] et r/d = [0; 15]. La
station initiale a e´te´ de´finie a` x/d = 0.3 pour e´viter les proble`mes nume´riques lie´s a` la
zone de recirculation qui apparaˆıt en sortie de tuye`re de par l’e´paisseur de la le`vre. Le
maillage est structure´, bidimensionnel, rectiligne, raffine´ autour de r/d = 0.5 avec 251
points dans la direction radiale et des incre´ments axiaux constants ∆x = 0.1. Puisque
moins de points sont requis par l’approche PSE, une interpolation des donne´es LES sur
le maillage PSE est ne´cessaire. Pour cela, une approximation par B-spline cubique a e´te´
re´alise´e. Elle offre l’avantage de limiter l’apparition d’oscillations parasites telles que le
phe´nome`ne de Runge dans le cas de l’interpolation polynomiale. Un point crucial est
e´galement de limiter les oscillations qui peuvent apparaˆıtre lors du calcul des de´rive´es
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Figure 3.3 : Contours de vitesse axiale moyenne extrait du calcul LES re´alise´ par
Lorteau (2015).
axiales et radiales du champ de base, ces dernie`res intervenant directement dans le
syste`me PSE. Pour re´pondre a` ce proble`me, le filtre compact centre´ d’ordre six sur
maillage uniforme propose´ par Lele (1992) a e´te´ implante´ de fac¸on a` eˆtre en accord avec
le sche´ma nume´rique de de´rivation utilise´ dans la direction radiale. Ainsi, la valeur filtre´e
ξˆj en rj est calcule´e par :
1
3
ξˆj−1 + ξˆj +
1
3
ξˆj+1 =
14
9
ξj+1 − ξj−1
2h
+
1
9
ξj+2 − ξj−2
4h
(3.1)
avec h = rj − rj−1 le pas de discre´tisation. Au bord du domaine, bien que des sche´mas
de´centre´s de filtrage soient propose´s par Lele (1992), aucun traitement n’a e´te´ applique´,
les variations brutales des variables d’e´coulement e´tant principalement localise´es loin des
limites du domaine au niveau de la couche de me´lange. De plus, contrairement au calcul
des de´rive´es, l’utilisation ou l’inclusion d’une me´trique n’est pas ne´cessaire. L’atte´nuation
des oscillations a` haute fre´quence par la proce´dure de filtrage sur le calcul de la de´rive´e
radiale de la vitesse axiale moyenne ∂ux/∂r a` la station x/d = 0.3 est repre´sente´e sur la
Fig. 3.4.
Si une interpolation et un filtrage de la vitesse moyenne radiale ur calcule´e par LES
sont ici possibles de par la qualite´ de la solution obtenue, ge´ne´ralement cette donne´e
est difficilement exploitable. Ainsi, une dernie`re e´tape consiste a` reconstruire le champ
de vitesse moyenne radiale ur par la re´solution de l’e´quation de continuite´. La Fig. 3.5
propose une comparaison des profils moyens de vitesse axiale, de vitesse radiale et de
masse volumique a` la station x/d = 0.3 issus des re´sultats  bruts  LES et apre`s inter-
polation puis filtrage sur le maillage PSE. Pour la vitesse moyenne axiale ux et la masse
volumique moyenne ρ, les e´carts sont ne´gligeables. En revanche, pour la vitesse moyenne
radiale ur, les re´sultats sont plus discutables. En effet, les proce´dure de filtrage et d’in-
terpolation alte`rent suffisamment l’e´coulement pour ne pas garantir la conservation de
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(a) (b)
Figure 3.4 : Profils a` x/d = 0.3 du gradient radial de vitesse axiale moyenne avant
(a) et apre`s (b) application du filtre compact d’ordre six propose´ par Lele (1992).
la masse. Il est donc primordial de reconstruire la vitesse moyenne radiale ur pour que
l’e´quation de continuite´ soit bien ve´rifie´e. Cependant, apre`s diffe´rents essais en line´aire
et en non line´aire, l’interpolation ou la reconstruction de la vitesse moyenne radiale ur
semble avoir un effet mineur sur la solution PSE. Afin de s’assurer que l’e´quation de
continuite´ est bien ve´rifie´e, la solution interpole´e et filtre´e avec une reconstruction de la
vitesse moyenne radiale ur sera choisie dans la suite de l’analyse.
(a) (b) (c)
Figure 3.5 : Profils moyens a` x/d = 0.3 de vitesse axiale (a), de vitesse radiale (b) et
de masse volumique (c) ; (—) Reconstruction sur maillage PSE ; (◦) Donne´es LES.
3.2.2 Analyse PSE line´aire
L’analyse PSE se concentre dans un premier temps sur le mode axisyme´trique m = 0
pour un nombre de Strouhal St = 0.36 qui, comme remarque´ dans la suite, se trouve
eˆtre le mode le plus amplifie´ dans le cas de cet e´coulement de base. Le but est ici de
pre´senter la de´marche ge´ne´rale qui est adopte´e pour mener une analyse PSE line´aire.
La premie`re e´tape consiste a` re´aliser un calcul de stabilite´ locale afin de de´terminer
la valeur propre et les vecteurs propres a` la station initiale x/d = 0.3. Le spectre de
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stabilite´ donne alors la re´partition des nombres d’onde axiaux α dans le plan complexe,
comme repre´sente´ sur la Fig. 3.6. Le mode instable de Kelvin-Helmholtz est facilement
identifiable dans le quart infe´rieur droit avec Re(α) = 3.24 et Im(α) = −3.46.
Figure 3.6 : Spectre de stabilite´ obtenu pour m = 0 et St = 0.36 a` l’abscisse initiale
x/d = 0.3 ; (◦) valeurs propres du syste`me ; (•) modes de Kelvin-Helmholtz
A` cette valeur propre α est associe´ un vecteur propre qˆ = [uˆx, uˆr, uˆθ, ρˆ, pˆ]
T dont
les composantes sont pre´sente´es sur la Fig. 3.7 apre`s normalisation par le maximum
d’amplitude de la perturbation de vitesse axiale ûx. Comme attendu, les perturbations
sont localise´es principalement autour de la couche de me´lange en r/d = 0.5 et s’e´tendent
rarement a` plus de r/d = 1.5. A` noter que la composante uˆθ est nulle pour les modes
axisyme´triques et n’a donc pas e´te´ repre´sente´e.
Ce couple (α, qˆ) permet l’initialisation du syste`me PSE. Le calcul est alors effectue´
par pas successif ∆x = 0.1 dans la direction axiale. Pour rappel, les de´rive´es axiales
sont calcule´es par un sche´ma d’Euler implicite d’ordre un. Les de´rive´es radiales sont
quant a` elles obtenues en utilisant le sche´ma compact propose´ par Gamet et al. (1999).
La parabolicite´ du syste`me est assure´e en utilisant le crite`re permettant de conserver
une fraction maximale du terme ∂pˆ/∂x, similaire au travaux de Vigneron et al. (1978)
comme mentionne´ dans le chapitre 2.2. La convergence sur le nombre d’onde axial est
effectue´e par une me´thode de Newton-Raphson base´e sur l’annulation de la condition
de normalisation (2.45).
Les contours de la partie re´elle et de l’amplitude des fluctuations de pression, pre´vus
par les PSE pour le mode m = 0 et St = 0.36, sont pre´sente´s sur la Fig. 3.8. Le paquet
d’ondes, qui apparaˆıt clairement, est d’abord amplifie´ avant d’eˆtre amorti. D’apre`s les
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(a) (b)
(c) (d)
Figure 3.7 : Fonctions propres issues de l’analyse de stabilite´ locale pour m = 0 et
St = 0.36 a` la station initiale x/d = 0.3 ; (—–) Partie re´elle ; (- - -) Partie imaginaire.
mesures et la simulation LES, le de´but de la phase d’amortissement du paquet d’ondes
correspond a` la fin du coˆne potentiel, localise´e a` x/d = 5.4.
Cette de´marche a ensuite e´te´ e´tendue aux deux premiers modes azimutaux m = 1
et m = 2. L’amplitude de pression des modes m = 0, 1 et 2 a` r/d = 0.5 est rapporte´e
sur la Fig. 3.9. Pour rappel, l’amplitude maximale de la perturbation de vitesse axiale
est unitaire a` la station initiale x/d = 0.3 pour tous les modes.
Le mode axisyme´trique m = 0 est le mode le plus amplifie´, bien que l’amplitude
des fluctuations de pression du premier mode azimutal m = 1 reste significative. En
revanche, l’amplitude des fluctuations de pression du second mode azimutal m = 2 est
relativement faible. Pour cette raison, la contribution des modes azimutaux m ≥ 2 est
ge´ne´ralement ne´glige´e dans les analyses de stabilite´ des jets avec les PSE.
De fac¸on a` pouvoir comparer les mesures et les re´sultats obtenus par la simulation
LES avec les pre´visions des PSE, une large gamme fre´quentielle a e´te´ e´tudie´e, soit les
nombres de Strouhal suivants : 0.12, 0.18, 0.24, 0.30, 0.36, 0.42, 0.60 et 0.78 pour le
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(a) (b)
Figure 3.8 : Contours de la partie re´elle (a) et de l’amplitude (b) des fluctuations de
pression obtenus par les PSE pour le mode m = 0 et St = 0.36.
(a) (b) (c)
Figure 3.9 : Amplitude des fluctuations de pression a` r/d = 0.5 pour les modes
m = 0 (a), m = 1 (b) et m = 2 (c).
mode axisyme´trique m = 0 et le premier mode azimutal m = 1. Les amplitudes des
fluctuations de pression a` r/d = 0.5 pour l’ensemble de ces fre´quences sont trace´es sur
la Fig. 3.10. Seules les fre´quences St = 0.36 et St = 0.42 sont mises en avant par
l’utilisation de symboles, e´tant donne´ qu’elles sont les plus amplifie´es. Dans le cas du
jet e´tudie´, les instabilite´s les plus amplifie´es sont donc axisyme´triques (m = 0) sur une
bande fre´quentielle situe´e autour de St = 0.40.
3.2.3 Comparaison des re´sultats PSE et LES avec les mesures
Une fois l’analyse PSE line´aire effectue´e, il est possible de comparer en champ proche
les re´sultats obtenus par PSE et par LES avec les re´sultats expe´rimentaux. La position
radiale la plus proche de l’axe du jet pour laquelle les mesures sont disponibles est
situe´e a` r/d = 1.5. Ainsi, les Fig. 3.11 et Fig. 3.12 comparent l’e´volution axiale des
amplitudes des fluctuations de pression a` r/d = 1.5 a` plusieurs fre´quences, et ce, pour
le mode axisyme´trique (m = 0) et le premier mode azimutal (m = 1) respectivement.
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(a) (b)
Figure 3.10 : Amplitudes des fluctuations de pression a` r/d = 0.5 du mode axi-
syme´trique (a) et du premier mode azimutal (b) sur une large gamme de fre´quence ;
(◦) St = 0.36 ;(4) St = 0.42.
Par construction, les re´sultats PSE n’ont pas une amplitude absolue puisque l’analyse
mene´e jusqu’alors est line´aire. En conse´quence, les amplitudes PSE ont e´te´ calibre´es par
rapport aux valeurs expe´rimentales au point x/d = 2.0.
De fac¸on remarquable, les donne´es LES et les mesures pre´sentent un tre`s bon accord
jusqu’a` x/d = 8.0, malgre´ une le´ge`re surestimation par la LES des niveaux de pression
pour x/d ≤ 4. Une explication possible pourrait eˆtre la transition d’un e´tat laminaire
vers un e´tat turbulent de la couche de cisaillement qui apparaˆıt en sortie de tuye`re sur
les simulations, contrairement au jet expe´rimental qui est entie`rement turbulent.
Les re´sultats PSE pre´sentent e´galement un accord correct sur toute la phase de crois-
sance et sur l’amplitude maximale des perturbations lorsque St < 0.6 pour m = 0 et
m = 1. Toutefois, des diffe´rences apparaissent dans la phase d’amortissement. En effet,
une forte de´croissance est pre´vue en aval du coˆne potentiel par les PSE alors que les
mesures et la simulation LES montrent des niveaux de pression constants ou en le´ge`re
de´croissance. Ces e´carts sont d’autant plus marque´s avec l’augmentation de la fre´quence.
Pour des fre´quences St ≥ 0.6, les re´sultats PSE deviennent fortement discutables. Des
re´sultats similaires ont e´te´ obtenus par Gudmundsson et Colonius (2011) dans le cas d’un
jet froid subsonique a` Mj = 0.5 et d’un jet chaud subsonique a` Mj = 0.9 proche de notre
configuration. Toutefois, Gudmundsson et Colonius (2011) ont montre´ qu’il e´tait pos-
sible d’ame´liorer significativement l’accord entre les pre´visions PSE et LES en champ
proche par une De´composition Orthogonale aux valeurs Propres (POD) des donne´es
LES et des mesures. Des re´sultats similaires ont e´galement e´te´ obtenus par Brazier et al.
(2015). La POD est une technique d’analyse statistique qui permet d’extraire le ca-
racte`re dominant d’un ensemble de donne´es. Cette me´thode consiste a` de´terminer une
base de modes propres orthogonaux, optimale d’un point de vue e´nerge´tique, a` partir
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Figure 3.11 : Comparaison de l’amplitude des fluctuations de pression a` r/d = 1.5
pour le mode m = 0 a` diffe´rents nombres de Strouhal ; (◦) Donne´es expe´rimentales ;
(- - -) Re´sultats LES ; (—–) Pre´visions PSE.
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Figure 3.12 : Comparaison de l’amplitude des fluctuations de pression a` r/d = 1.5
pour le mode m = 1 a` diffe´rents nombres de Strouhal ; (◦) Donne´es expe´rimentales ;
(- - -) Re´sultats LES ; (—–) Pre´visions PSE.
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de la densite´ interspectrale de puissance de deux signaux. Il est ge´ne´ralement admis que
les fonctions propres POD sont intimement lie´es aux structures cohe´rentes, meˆme si la
nature exacte de cette relation reste sujette a` de´bat. En effet, Lumley (1967) qui a intro-
duit l’utilisation de la POD en turbulence, a note´ que le premier mode POD repre´sente
les structures cohe´rentes seulement s’il contient une part dominante de l’e´nergie des fluc-
tuations. Dans le cas des jets, ou` la contribution des structures cohe´rentes a` l’e´nergie
totale de l’e´coulement est significative, l’assimilation du premier mode POD aux struc-
tures cohe´rentes est le´gitime. En comparant les re´sultats PSE avec le premier mode POD
du champ de pression obtenu expe´rimentalement, Gudmundsson et Colonius (2011) ont
montre´ que les PSE sont non seulement capables de capter efficacement la phase de
croissance des instabilite´s mais e´galement la phase d’amortissement. Cependant, cette
technique d’analyse n’a pas e´te´ applique´e dans le cadre de ces travaux de the`se.
Une comparaison entre les re´sultats PSE et LES a e´galement e´te´ effectue´e au niveau
de la couche de me´lange a` r/d = 0.5, et est repre´sente´e sur la Fig. 3.13. Malheureusement,
aucune mesure n’est disponible a` cette position radiale. De plus, par souci de visibilite´,
seules les fre´quences St = 0.18, 0.42 et 0.60 pour les modes m = 0 et m = 1 sont
repre´sente´es sur cette figure. Pour le mode axisyme´trique m = 0, les tendances sont
similaires a` celles observe´es en r/d = 1.5, avec un accord convenable dans la phase de
croissance des perturbations et des e´carts qui se font ressentir dans la phase d’amortis-
sement. Pour le premier mode azimutal m = 1, en revanche, la phase de de´croissance
semble eˆtre mieux re´solue a` basse fre´quence. Une fois de plus, une analyse POD des
donne´es LES permettrait probablement d’ame´liorer la concordance entre les re´sultats
PSE et LES dans la phase d’amortissement des instabilite´s.
Figure 3.13 : Comparaison de l’amplitude des fluctuations de pression a` r/d = 0.5
pour les modes m = 0 et m = 1 a` diffe´rents nombres de Strouhal ;
(—–) PSE line´aires ; (- - -) LES.
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3.3 Propagation en champ lointain des perturbations de
pression
3.3.1 Me´thode de propagation par surface de Kirchhoff
Comme souligne´ par Cheung et al. (2007), bien que les fluctuations hydrodynamiques
des jets soient correctement capture´es par l’approche PSE, cette dernie`re ne permet
pas d’e´valuer directement le rayonnement acoustique associe´ aux ondes d’instabilite´.
Toutefois, Suzuki et Colonius (2006) ont montre´ expe´rimentalement qu’il existe une
re´gion, appele´e la zone hydrodynamique line´aire, situe´e juste en dehors du jet, ou` le
champ de pression e´vanescent associe´ aux ondes d’instabilite´ hydrodynamique domine
encore sur l’acoustique. En positionnant une surface de Kirchhoff cylindrique dans cette
re´gion, Balakumar (1998) a montre´ qu’il e´tait possible de reconstruire le rayonnement
acoustique en champ lointain a` partir de la solution PSE obtenue en champ proche, dans
le cas des jets supersoniques. Cette de´marche a e´galement e´te´ applique´e dans le cas d’un
jet subsonique double-flux par Le´on et Brazier (2013).
La me´thode consiste a` re´soudre les e´quations d’Euler line´arise´es en coordonne´es
cylindriques dans un milieu au repos pour la perturbation spatiale q˜m,n (x, r) :
−inωu˜xm,n = −
1
ρ
∂p˜m,n
∂x
(3.2a)
−inωu˜rm,n = −
1
ρ
∂p˜m,n
∂r
(3.2b)
−inωu˜θm,n = −
im
r
1
ρ
p˜m,n (3.2c)
−inωp˜m,n + 1
M2j
(
u˜rm,n
r
+
∂u˜rm,n
∂r
+
im
r
u˜θm,n +
u˜xm,n
r
+
∂u˜rm,n
∂r
)
= 0 (3.2d)
Bien que n soit connu du fait que l’approche est ici line´aire, le formalisme de´veloppe´
dans le chapitre 2.2 est conserve´. L’e´limination des composantes de vitesse conduit a`
une e´quation de propagation des ondes pour la perturbation spatiale de pression :
∂2p˜m,n
∂r2
+
∂2p˜m,n
∂x2
+
1
r
∂p˜m,n
∂r
+
(
ρM2j n
2ω2 − m
2
r2
)
p˜m,n = 0 (3.3)
La de´croissance des fluctuations de pression en champ lointain, ainsi que le raccord
du champ acoustique propage´ a` la solution hydrodynamique PSE sont impose´s sur les
frontie`res du domaine :
lim
r→+∞ p˜m,n = 0 (3.4a)
p˜m,n (x, rK) = p˜
(0)
m,n (x) (3.4b)
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avec rK la position radiale de la surface de Kirchhoff situe´e dans la zone hydrodynamique
line´aire et p˜
(0)
m,n la transforme´e de Fourier axiale de la perturbation de pression le long
de l’axe r = rK obtenue a` partir du calcul PSE. L’e´quation d’onde (3.3) est re´solue par
transforme´e de Fourier et la solution s’exprime au moyen des fonctions de Hankel du
premier type H
(1)
m d’ordre m :
p˜m,n(x, r) =
∫ ∞
−∞
p˜(0)m,n(η)
H
(1)
m (irλK)
H
(1)
m (irKλK)
eiηxdη, (3.5)
ou` λ2K = ρ∞M
2
j n
2ω2 − η2 avec Re(λK) > 0 (3.6)
De`s lors, il est possible de reconstruire les champs acoustiques proche et lointain associe´s
a` un mode (m,n). Cette me´thode a e´te´ valide´e et e´tendue a` des surfaces de Kirchhoff
coniques par Le´on (2012). Seules des surfaces cylindriques seront utilise´es dans la suite
de ce manuscrit. La perturbation de pression comple`te est reconstruite en dernier lieu a`
partir de la de´composition modale :
p′(x, r, θ, t) = p˜m,n(x, r) exp [i (mθ − nωt)] . (3.7)
3.3.2 Comparaison des directivite´s acoustiques
Puisque l’e´tendue radiale de la zone hydrodynamique line´aire varie d’un mode a`
l’autre, une surface de Kirchhoff cylindrique doit eˆtre de´termine´e pour chacun des modes
pour pouvoir propager la solution PSE en champ lointain.
De par la faible divergence du jet, une surface cylindrique peut ne pas eˆtre adapte´e a`
partir d’une certaine position axiale. Ainsi, diffe´rentes positions radiales rK des surfaces
de Kirchhoff ont e´te´ e´tudie´es pour chacun des modes, dans le but de de´terminer les
solutions propage´es qui concordent le mieux avec les re´sultats PSE. Avec l’augmentation
de la fre´quence, les perturbations sont amorties plus rapidement en dehors du jet et la
surface de Kirchhoff se rapproche inexorablement du jet. Toutefois, une limite a` rK/d ≥
1.0 est impose´e pour s’assurer que l’e´coulement de base est au repos et ainsi garantir la
validite´ de la me´thode. Sur la Fig. 3.14, le raccord entre les re´sultats PSE et la solution
acoustique propage´e a` l’abscisse x/d = 3.0 est trace´ pour trois fre´quences du mode
axisyme´trique (m = 0).
Une fois la position radiale des surfaces de Kirchhoff de´termine´e pour chacun des
modes, les re´sultats PSE sont propage´s en champ lointain. Une comparaison des dia-
grammes de directivite´ obtenus a` r/d = 75 est repre´sente´e sur la Fig. 3.15 ou` le ni-
veau maximal de la pression acoustique obtenu par PSE a e´te´ calibre´ sur les re´sultats
expe´rimentaux. Un rayonnement des modes instables sous forme de lobe est clairement
perc¸u avec une directivite´ marque´e en aval du jet. De fac¸on similaire aux re´sultats
en champ proche, la solution LES est cohe´rente avec les mesures. A` noter qu’une
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Figure 3.14 : Profil radial de la perturbation de pression en champ proche a` x/d = 3.0 ;
PSE line´aires (—–) ; Propagation acoustique (- - -).
Figure 3.15 : Niveau de pression acoustique propage´ en champ lointain a` r/d = 75
issu du calcul PSE line´aire (—–), de la simulation LES (- - -) et des mesures ().
de´composition azimutale des mesures en champ lointain est impossible sur cette confi-
guration. Ainsi, contrairement aux re´sultats LES et PSE ou` seul le mode axisyme´trique
(m = 0) est repre´sente´, les mesures contiennent l’ensemble des modes azimutaux. Pour
les fre´quences St = 0.18 et St = 0.42, la solution PSE semble sous-estimer d’environ 5◦
l’angle de directivite´ correspondant a` la pression acoustique maximale. De plus, comme
attendu, les PSE ne permettent pas de capturer le rayonnement perpendiculaire a` l’axe
du jet associe´ aux petites e´chelles de la turbulence. Des e´carts similaires ont e´te´ observe´s
par Sinha et al. (2014) dans le cas d’un jet chaud supersonique a` Mj = 1.5. Une fois de
plus, en re´alisant un filtrage POD de la solution LES, les re´sultats ont e´te´ grandement
ame´liore´s. En revanche, a` la fre´quence St = 0.60, les e´carts sont significatifs avec un
changement brutal pour les re´sultats expe´rimentaux et LES de l’angle de directivite´ qui
passe de 30◦ a` 60◦. L’origine physique de ce phe´nome`ne n’a pu eˆtre de´termine´e dans les
pre´sents travaux.
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3.4 E´tude de l’impact des interactions non line´aires avec
les PSE
3.4.1 De´termination de l’amplitude initiale re´elle des modes
Avec pour objectif d’analyser si les interactions entre les ondes d’instabilite´ ont un
impact sur leur de´veloppement, il est ne´cessaire de re´aliser une initialisation des modes
a` des amplitudes repre´sentatives de l’e´coulement re´el. Pour rappel, dans la mode´lisation
PSE, l’amplitude initiale d’un mode (m,n) est de´finie comme le maximum d’amplitude
de la perturbation de vitesse axiale ûxm,n , extraite de la solution de stabilite´ locale
en x0. Ce maximum est ge´ne´ralement localise´ a` proximite´ de la couche de me´lange
situe´e en r/d = 0.5, comme vu pre´ce´demment sur les fonctions propres de la Fig. 3.7.
Rigoureusement, il serait ne´cessaire d’extraire les amplitudes initiales des modes direc-
tement des mesures. Malheureusement, les mesures les plus proches du jet sont situe´es a`
r/d = 1.5, re´gion ou` les vecteurs propres obtenus par stabilite´ locale tendent a` s’annuler.
Au vu de l’accord entre les re´sultats LES et les mesures, le choix a e´te´ fait d’extraire les
amplitudes initiales a` partir des donne´es LES obtenues a` r/d = 0.5. Il faut cependant
garder a` l’esprit la le´ge`re surestimation par le calcul des niveaux de pression a` proxi-
mite´ de la sortie de la tuye`re. Les niveaux de pression sont ensuite adimensionne´s en
suivant les conventions pre´sente´es dans le chapitre 2.1. Les fonctions propres obtenues
par stabilite´ locale permettent alors de de´terminer l’amplitude de la perturbation de
vitesse axiale ûxm,n en x/d = 0.3 et r/d = 0.5, puis l’amplitude initiale de chacun des
modes. Un re´capitulatif des niveaux de pression extraits des donne´es LES en r/d = 0.5
et des amplitudes initiales e´quivalentes est propose´ dans les Tab. 3.2 et 3.3, pour le mode
axisyme´trique (m = 0) et le premier mode azimutal (m = 1), respectivement.
Table 3.2 : Amplitudes des niveaux de pression extraits des donne´es LES en r/d = 0.5
et amplitudes initiales e´quivalentes pour le mode axisyme´trique (m = 0).
St 0.12 0.18 0.24 0.30 0.36 0.42 0.60 0.78
|p′|m=0 (dB) 96.2 97.5 98.1 99.5 100.9 103.6 108.3 109.8
ε0,n (×10−5) 11.27 8.00 6.23 5.83 5.64 6.29 6.27 5.32
Table 3.3 : Amplitudes des niveaux de pression extraits des donne´es LES en r/d = 0.5
et amplitudes initiales e´quivalentes pour le premier mode azimutal (m = 1).
St 0.12 0.18 0.24 0.30 0.36 0.42 0.60 0.78
|p′|m=1 (dB) 96.3 97.1 97.5 99.6 99.5 99.8 106.0 108.4
ε1,n (×10−5) 22.07 12.53 8.32 7.76 5.53 4.49 5.72 4.93
-94-
3.4. E´tude de l’impact des interactions non line´aires avec les PSE
De fac¸on similaire aux re´sultats obtenus par Rodr´ıguez et al. (2011), l’ordre de gran-
deur de l’amplitude initiale des modes reste a` peu pre`s le meˆme pour un grand nombre
de modes.
3.4.2 Effet de l’amplitude initiale des modes
Dans un premier temps, il est important de ve´rifier si la prise en compte des interac-
tions modales dans le mode`le PSE non line´aire peut alte´rer l’e´volution d’un ou plusieurs
modes. Pour cela, une analyse de l’effet de l’amplitude initiale des modes est re´alise´e,
ou` le but n’est pas de fournir une repre´sentation exacte du jet, mais plutoˆt de juger des
capacite´s du mode`le. En premier lieu, l’effet de la phase initiale des modes n’est pas
conside´re´ de sorte que φm,n = 0
◦ pour tous les modes.
Quatre harmoniques fre´quentielles pour les trois modes azimutaux m = 0 et m = ±1
sont conside´re´es, pour des fre´quences allant de St = 0.20 a` St = 0.80 par pas de
∆St = 0.20 (nmax = 4). Puisque aucune direction azimutale n’est a priori privile´gie´e,
l’e´volution du mode m = −1 est de´termine´e a` partir des relations de syme´trie pre´sente´es
dans le chapitre 2.2. Ainsi, seuls les modes m = 0 et m = 1 seront mentionne´s dans
la suite. Pour simplifier l’analyse, tous les modes sont initialise´s a` la meˆme amplitude
initiale, pour trois conditions diffe´rentes : 1× 10−5, 1× 10−4 et 1× 10−3. Les re´sultats
sont pre´sente´s sur la Fig. 3.16 ou` le facteur N est utilise´ pour comparer l’e´volution axiale
des modes,
N = ln
(
A(x)
A(x0)
)
, (3.8)
avec A(x) =
[∫∞
0
(|uˆx|2 + |uˆr|2 + |uˆθ|2) dr]1/2 la moyenne quadratique des fluctuations
de vitesse. Les effets non line´aires sont mis en e´vidence de`s lors qu’un e´cart apparaˆıt
entre les re´sultats line´aires et non line´aires.
Pour de faibles amplitudes initiales, aucun e´cart n’est observe´ entre les re´sultats issus
de simulations line´aires et non line´aires. Les interactions modales n’ont pas d’impact sur
l’e´volution des ondes d’instabilite´. Pour des amplitudes initiales supe´rieures en revanche,
des diffe´rences apparaissent. A` titre d’exemple, pour εm,n = 1×10−3, de petits e´carts sont
visibles pour l’e´volution des modes (0, 2), (0, 3), (1, 2) et (1, 4), tandis que l’impact sur
l’e´volution des modes (0, 1), (0, 4) et (1, 1) est plus marque´. En revanche, le mode (1, 3)
est inchange´ sous ces conditions spe´cifiques. Toutefois, l’impact des effets non line´aires se
fait majoritairement ressentir en aval du coˆne potentiel. En effet, la phase de croissance
des perturbations reste line´aire, meˆme pour des amplitudes initiales importantes. Ces
re´sultats peuvent expliquer en partie la pertinence des pre´visions obtenues par PSE
line´aires en amont du coˆne potentiel, ainsi que les e´carts observe´s en aval.
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Figure 3.16 : Comparaison de l’e´volution axiale du facteur N obtenue par PSE non
line´aires pour diffe´rentes amplitudes initiales εm,n = 10
−5 (◦) ; 10−4 (•) ; 10−3 (4) ; PSE
line´aires (—).
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3.4.3 Validation du calcul des Termes Non Line´aires
Le calcul des termes non line´aires TNLm,n peut e´galement eˆtre ve´rifie´ sur le cas
d’e´tude pre´ce´dent. En effet, comme mentionne´ dans le chapitre 2.3, deux approches
sont disponibles pour calculer ces termes : la premie`re est analytique, tandis que la
seconde fait appel a` l’utilisation de transforme´es de Fourier rapides. Puisque le mode
(0,1) voit sa dynamique significativement alte´re´e par les interactions non line´aires, une
comparaison de la distribution radiale des parties re´elles et imaginaires des termes non
line´aires TNL
(i)
0,1 a` l’abscisse x/d = 6.0 est repre´sente´e sur la Fig. 3.17. L’exposant
(i) se re´fe`re respectivement, a` l’e´quation de continuite´, aux e´quations de quantite´ de
mouvement axiale, radiale, azimutale et a` l’e´quation de l’e´nergie. Puisque le mode (0, 1)
est axisyme´trique, le terme TNL
(4)
0,1 est identiquement nul. Bien que les termes d’ordre
supe´rieur a` trois soient ne´glige´s dans l’approche analytique, la correspondance entre les
re´sultats est excellente, et ce pour tous les modes a` toutes les abscisses x/d, ce qui
permet de valider l’e´valuation des termes non line´aires.
Par ailleurs, il est important de souligner que les variations brutales de ces fonctions
ne sont pas issues d’une discre´tisation radiale trop laˆche mais bien d’origine physique.
En effet, seulement un point sur trois est repre´sente´ par les symboles sur la Fig. 3.17.
Un raffinement du maillage n’alte`re que peu l’e´valuation de ces termes. Comme souligne´
dans le chapitre 2.3, si les sche´mas nume´riques de type collocation spectrale sont tre`s
efficaces en line´aire, les variations radiales brutales des TNLm,n imposent un maillage
plus fin, sur une gamme radiale plus large, ce que ne permettent pas les maillages de
collocation.
3.4.4 Analyse PSE non line´aires et impact des interactions modales
Dans le cadre de l’e´tude propose´e, ou` l’amplitude initiale des modes est situe´e entre
εm,n = 1× 10−5 et εm,n = 1× 10−4, les effets non line´aires semblent mineurs. Une simu-
lation avec les amplitudes initiales re´elles est toutefois ne´cessaire pour de´terminer si les
interactions non line´aires ont un impact sur l’e´volution des modes sur cette configuration
de jet naturel. Puisque les PSE non line´aires ne permettent de traiter que les interac-
tions d’harmoniques fre´quentielles, les fre´quences issues des donne´es LES ne peuvent eˆtre
e´tudie´es directement, conforme´ment aux Tab 3.2 et 3.3. Une fois de plus, les fre´quences
allant de St = 0.20 a` St = 1.20 sont analyse´es pour les trois modes azimutaux m = 0
et m = ±1. Les amplitudes initiales sont alors interpole´es a` partir des re´sultats LES,
comme synthe´tise´ dans le Tab. 3.4 pour le mode m = 0 et dans le Tab 3.5 pour le mode
m = 1. Seule la fre´quence St = 0.80 a pour amplitude initiale celle de la fre´quence
St = 0.78.
La Fig. 3.18 repre´sente l’e´volution axiale des facteurs N. Les re´sultats obtenus sont
tre`s proches de la simulation pre´ce´dente (Fig. 3.16) ou` tous les modes e´taient initialise´s
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Figure 3.17 : Parties re´elles et imaginaires des termes non line´aires TNL
(1)
0,1, TNL
(2)
0,1,
TNL
(3)
0,1 et TNL
(5)
0,1 calcule´es par transforme´e de Fourier (◦) et analytiquement (—) en
x/d = 6.0.
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Table 3.4 : Amplitudes initiales du mode axisyme´trique (m = 0) a` diffe´rentes
fre´quences correspondant aux Fig. 3.18 et 3.19.
ε0,1(St = 0.20) ε0,2(St = 0.40) ε0,3(St = 0.60) ε0,4(St = 0.80)
7.41× 10−5 6.07× 10−5 6.27× 10−5 5.32× 10−5
Table 3.5 : Amplitudes initiales du premier mode azimutal (m = 1) a` diffe´rentes
fre´quences correspondant aux Fig. 3.18 et 3.19.
ε±1,1(St = 0.20) ε±1,2(St = 0.40) ε±1,3(St = 0.60) ε±1,4(St = 0.80)
11.13× 10−5 4.84× 10−5 5.72× 10−5 4.93× 10−5
a` la meˆme amplitude initiale εm,n = 1× 10−4. Les effets non line´aires sont extreˆmement
faibles avec une le´ge`re modification de la dynamique des modes (0,1), (1,1), (1,2) et
(1,4). De fac¸on similaire aux re´sultats de Rodr´ıguez et al. (2011), la majorite´ des modes
semble avoir un comportement line´aire non seulement dans la zone d’amplification mais
e´galement dans la zone pleinement de´veloppe´e.
La Fig. 3.19 illustre l’e´volution axiale des perturbations de pression en r/d = 0.5
afin d’e´valuer l’effet des interactions non line´aires sur les perturbations de pression.
Conforme´ment aux re´sultats pre´ce´dents, bien qu’une le´ge`re variation des perturbations
de pression soit observable, l’impact des interactions non line´aires peut le´gitimement
eˆtre ne´glige´ dans le cas pre´sent.
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Figure 3.18 : Comparaison de l’e´volution axiale du facteur N obtenue par PSE non
line´aires (◦) avec les amplitudes initiales issues du calcul LES ; PSE line´aires (—).
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Figure 3.19 : E´volution axiale des amplitudes de pression en r/d = 0.5 obtenues par
PSE non line´aires (◦) avec les amplitudes initiales issues du calcul LES ; PSE line´aires
(—).
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Une application de l’approche PSE non line´aire est propose´e dans ce chapitre dans
le but d’e´valuer si les interactions entre les ondes d’instabilite´ ont un impact sur la
dynamique et le rayonnement acoustique des jets naturels. Pour cela, une configura-
tion re´aliste d’un jet chaud turbulent subsonique est choisie, pour laquelle une large
base de donne´es a` la fois expe´rimentales et nume´riques a e´te´ constitue´e a` l’ONERA
suite a` de nombreuses e´tudes. Plus particulie`rement, une simulation LES re´alise´e par
Lorteau (2015) est expose´e, dont le champ moyen est utilise´ comme champ de base
pour l’analyse de stabilite´ apre`s une proce´dure d’interpolation et de filtrage.
Dans un premier temps, une analyse PSE line´aire est mene´e afin de de´finir un cas
de re´fe´rence sans prise en compte des effets non line´aires. Par la meˆme occasion, les
re´sultats obtenus sont compare´s aux mesures et aux donne´es LES. En champ proche,
un tre`s bon accord est observe´ dans la zone d’amplification des ondes d’instabilite´
pour des fre´quences St ≤ 0.60. Des e´carts apparaissent ne´anmoins dans la phase
d’amortissement des perturbations. Une proce´dure de filtrage par POD des donne´es
LES serait ne´cessaire pour juger des capacite´s du mode`le PSE dans cette zone de
l’e´coulement. Comme la solution PSE n’est valable que dans une re´gion radiale res-
treinte, une me´thode de propagation acoustique par surface de Kirchhoff cylindrique
a e´te´ de´veloppe´e pour reconstruire le champ acoustique lointain. De fac¸on similaire
aux donne´es en champ proche, les re´sultats obtenus concordent avec les mesures et
les donne´es LES pour des fre´quences St ≤ 0.60 mais sont discutables a` plus haute
fre´quence.
Suite a` l’extraction des amplitudes initiales de chacun des modes a` partir des donne´es
LES, une analyse PSE non line´aire est mise en place. Une premie`re application consiste
a` e´tudier l’effet de l’amplitude initiale des modes. L’apparition d’effets non line´aires
a` partir d’une certaine amplitude initiale, ainsi que la validation du calcul des termes
non line´aires sont ainsi pre´sente´es. Finalement, dans le cadre de la configuration
e´tudie´e, il a e´te´ montre´ que les non line´arite´s semblent avoir un impact mineur sur la
dynamique des ondes d’instabilite´.
Malgre´ la mise en e´vidence d’une dynamique line´aire, la possibilite´ de manipuler les
ondes d’instabilite´ par non line´arite´ reste envisageable en vue d’une re´duction du
rayonnement acoustique. Pour cela, une analyse PSE sera re´alise´e dans la suite avec
pour objectif d’e´tudier l’effet sur le bruit de jet de l’excitation d’un ou plusieurs modes
instables.
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Effet de l’excitation de modes instables
avec les PSE non line´aires
Sur une configuration re´aliste de jet non excite´, les interactions non line´aires entre
les ondes d’instabilite´ semblent ne´gligeables. Toutefois, des e´tudes expe´rimentales
ont montre´ que l’excitation d’un ou plusieurs modes propres des jets pouvait alte´rer
non seulement le champ hydrodynamique proche d’un jet mais e´galement son
rayonnement acoustique. Dans ce chapitre, une analyse par PSE non line´aires est
mene´e avec pour objectif d’e´tudier l’effet de l’excitation des modes instables sur
le de´veloppement des ondes d’instabilite´ et le bruit qui leur est associe´. L’e´tude
se restreint dans un premier temps a` l’excitation d’un seul mode ou` une attention
particulie`re est porte´e sur l’impact de son amplitude et de sa phase initiale sur les
autres modes propres du jet. Un comple´ment d’analyse est e´galement re´alise´ sur
l’excitation d’un mode sous-harmonique. Enfin, la de´marche est e´tendue a` l’excitation
de deux harmoniques fre´quentielles et azimutales. Ces travaux ont fait l’objet d’un
article publie´ dans Physics of Fluids et reproduit ci -apre`s.
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4.1 PSE analysis of nonlinear interactions with forced ei-
genmodes to control subsonic jet instabilities
Cette section est la retranscription d’un article publie´ au cours de ces travaux de
the`se, Itasse et al. (2015), portant sur l’analyse par une approche PSE des interactions
non line´aires dans un jet soumis a` une excitation d’un ou plusieurs modes instables.
Expe´rimentalement, Kopiev et al. (2013) ont examine´ la possibilite´ de controˆler une onde
d’instabilite´ ge´ne´re´e artificiellement dans la couche de me´lange d’un jet. En revanche,
une re´duction du bruit de jet par une excitation des ondes d’instabilite´ naturelles d’un
jet n’a jamais e´te´ de´montre´e. Pour cela, il est essentiel de de´terminer comment exci-
ter proprement le jet pour en re´duire le bruit, et non l’augmenter. L’approche PSE
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non line´aires est parfaitement adapte´e a` cette e´tude car elle permet de conside´rer les
me´canismes de re´sonance modale en azimut et en temps. Ainsi, l’objectif de cet article
est de re´aliser une e´tude parame´trique avec les PSE dans le but de modifier l’e´volution
d’un des modes dominants et donc d’influer sur le rayonnement acoustique.
Pour clarifier la de´marche adopte´e dans cette e´tude, les e´tapes cle´s sont d’abord
de´crites. Le jet sur lequel repose cette analyse correspond a` la configuration du chapitre 3
ou` cette fois le champ de base utilise´ est le champ moyen issu d’une LES re´alise´e par Huet
(2013). Sur cette configuration, l’instabilite´ la plus amplifie´e est axisyme´trique sur une
bande fre´quentielle situe´e autour de St = 0.4. De meˆme, le rayonnement acoustique est
large bande et domine majoritairement en aval du jet sur la meˆme gamme fre´quentielle.
Le but de l’e´tude est d’alte´rer le comportement d’un mode spe´cifique, de´signe´ comme le
mode  cible . On choisit ici le mode axisyme´trique (m = 0) a` la fre´quence St = 0.4.
Dans un premier temps, l’analyse est restreinte aux interactions d’harmoniques
fre´quentielles pour m = 0. Une amplitude initiale identique est assigne´e a` tous les modes,
excepte´ un ou deux, les modes  tueurs , auxquels on attribue une amplitude initiale
supe´rieure. L’excitation d’un seul mode induit une croissance des harmoniques du mode
excite´ et une amplification du bruit de jet, ce qui n’est pas en accord avec l’objectif re-
cherche´. En revanche, l’excitation de deux modes permet d’influencer principalement le
mode correspondant a` la diffe´rence fre´quentielle des modes  tueurs . Ainsi, l’alte´ration
du mode  cible  est possible. Son champ de pression proche est notamment minimise´
par une analyse attentive des amplitudes et des phases initiales des modes  tueurs .
De meˆme, le champ acoustique du mode initialement dominant est significativement
re´duit, en contrepartie d’une augmentation des hautes fre´quences et du niveau global de
bruit. Un de´calage des modes  tueurs  a` de plus hautes fre´quences conclut l’analyse
des interactions fre´quentielles.
Ensuite, le meˆme processus est applique´ aux interactions azimutales en excitant deux
modes  tueurs  (m1, n1) et (m2, n2). Comme pre´ce´demment, l’excitation de ces deux
modes permet de modifier le de´veloppement et le rayonnement acoustique du mode
 cible , de´voilant par la meˆme occasion le phe´nome`ne de diffe´rence azimutale.
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Parabolized Stability Equations analysis of nonlinear
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Nonlinear evolution of disturbances in an axisymmetric, high subsonic, high
Reynolds number hot jet with forced eigenmodes is studied using the Parabolized
Stability Equations (PSE) approach to understand how modes interact with one
another. Both frequency and azimuthal harmonic interactions are analyzed by setting
up one or two modes at higher initial amplitudes and various phases. While single
mode excitation leads to harmonic growth and jet noise amplification, controlling the
evolution of a specific mode has been made possible by forcing two modes (m1, n1),
(m2, n2), such that the difference in azimuth and in frequency matches the desired
“target” mode (m1 − m2, n1 − n2). A careful setup of the initial amplitudes and phases
of the forced modes, defined as the “killer” modes, has allowed the minimizing of
the initially dominant instability in the near pressure field, as well as its estimated
radiated noise with a 15 dB loss. Although an increase of the overall sound pressure
has been found in the range of azimuth and frequency analyzed, the present paper re-
veals the possibility to make the initially dominant instability ineffective acoustically
using nonlinear interactions with forced eigenmodes. C 2015 AIP Publishing LLC.
[http://dx.doi.org/10.1063/1.4928472]
I. INTRODUCTION
If 30 yr of research and technological progress carried on engines have led to a jet noise
decrease of more than 20 dB, the road to silence remains challenging for the aeronautical commu-
nity. In Europe, the Advisory Council for Aeronautics Research (ACARE) has set an ambitious
target to reduce the effective perceived noise by 50% from 2000 to 2020. To best meet those
even more severe restrictions, the aerospace industry has performed some investigations in order to
identify the noise sources leading to the intense acoustic radiation of the aircraft. Contrary to the
interactions between the turbulence and the walls or the fan which are the dominant noise sources at
landing, the high speed hot jet from the nozzle contributes for the largest part to the sound radiation
during takeoff. A fine study of the underlying mechanisms is essential in the goal of developing
sound-control strategies.
In this context, Lighthill1 is considered as a pioneer of aeroacoustics. He was the first one
who proposed an aerodynamically generated sound model by recasting the exact equations of fluid
motion in the form of an inhomogeneous wave equation. Lighthill’s eighth power law states that
the acoustic power radiated by a jet is proportional to the eighth power of the jet speed and the
square of its diameter. The law potential has been largely exploited by manufacturers with lower
exit velocities and larger jet engines within the weight and size limits. New solutions have been
sought and jet flow control has seemed promising over the past decades. Prediction of jet noise and
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understanding of noise generation mechanisms have made significant progress but the exact role of
turbulence is not yet completely understood.
In the late 1950s, where turbulence was considered purely chaotic, the experiment of Franklin and
Foxwell2 showed the existence of space-correlation in the random pressure field of a laminar jet, call-
ing into question the non-deterministic behavior of the turbulence. Bradshaw et al.3 confirmed these
results for an initially laminar jet, highlighting large-scale coherent structures. In the case of turbu-
lent mixing layers and jets, Mollo-Christensen et al.4 and Crow and Champagne5 also underlined the
particular organization of the pressure disturbances in the form of spatially correlated wave-packets.
Already, the possible significant role of these structures in bulk mixing and sound production was
mentioned. Henceforth, the large-scale structures are recognized as a major component of the radiated
far-field noise in the aft direction of high subsonic and supersonic jets.
By studying subsonic wave-packets, Crighton and Huerre6 found that perturbation growth and
decay generate supersonic components in the wavenumber spectra which radiate sound with su-
perdirectivity in the aft of the jet. Recently, Cavalieri et al.7 and Cavalieri and Agarwal8 showed that
temporal modulation and intermittency are also significant parameters in the generation of noise.
On the whole, an increasing number of clues contributes to put emphasis on the role of large-scale
structures in the radiated sound of jets. Excellent review papers are available in the scientific liter-
ature such as Tam9 on jet noise research, Colonius and Lele10 on computational aeroacoustics, and
Jordan and Gervais11 on experimental methods.
From an experimental point of view, as in the work of Suzuki and Colonius,12 or through
computational aeroacoustics, with Cavalieri et al.,13 the study of these orderly structures may be
carried out through different approaches. Despite significant progress on high-fidelity numerical
simulations, Direct Numerical Simulation (DNS) and Large-Eddy Simulations (LESs) are still
expensive. Stability theory offers a theoretical framework to study large-scale structures which have
been identified as Kelvin-Helmholtz convective instabilities. A promising, but costly, method is the
global stability analysis which provides access to the entire modes of a jet as realized by Nichols
et al.14 For accurately assessing the unstable modes describing the large-scale structures, more
cost-effective methods are the local stability approaches.
The Parabolized Stability Equations (PSEs) are a generalization of the local Linear Stability
Theory (LST). Originally conceived by Bertolotti and Herbert,15 this method is able to capture
non-parallel and nonlinear effects of slowly varying shear flows. First, Balakumar16 and Yen and
Messersmith17 applied the linear PSE approach to cases of supersonic jets while high subsonic hot
jets have been considered later by Bertolotti and Colonius.18 If in supersonic case flow disturbances
and the associated far-field acoustic radiation have been successfully captured, coupling with a
propagation method is necessary in subsonic cases as highlighted by Piot et al.19 Nonetheless,
near-field comparisons with experiment are remarkable over a broad range of jet flows as in the
works of Gudmundsson20 and Gudmundsson and Colonius.21 Recently, the linear PSE model has
been applied to complex configurations. For example, Léon22 and Léon and Brazier23 have focused
their work on dual-stream jets.
In order to control the jet noise, the main approach is to enhance the mixing mechanism.
Chevrons, serrated or lobbed nozzles, continuous and pulsed micro-jets make it possible. It is now
well established that high-amplitude impulsive or single-frequency excitation near the preferred
mode of the jet can, to a certain extent, control the behavior of an axisymmetric shear layer and its
radiated noise as in the experiments of Samimy et al.24 and Kearney-Fischer et al.25 But, because
the instability wave can enhance mixing only if it continues to grow, the degree of jet spreading
offered by single-frequency excitation remains limited. Indeed, beyond a “saturation” amplitude,
further increases have no effect on the spreading as reported by Raman et al.26
In 1979, Ronneberger and Ackermann27 underlined the arising of the difference-frequency
mode n1 − n2 when forcing a fully turbulent jet simultaneously at two frequencies n1, n2. Then,
interaction between the fundamental and subharmonic of the jet shear layer, referred as resonance
or pairing, was largely investigated with simultaneous excitation of harmonically related acoustic
tones. Arbey and Ffowcs Williams28 exercised control on the process of harmonic generation by
varying the phase between the two signals, sometimes virtually destroying the process. The effect of
initial phase difference, Strouhal number pair, and amplitudes of the fundamental and subharmonics
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tones was parametrically investigated by Raman and Rice.29 Mankbadi30 provided a theoretical
analysis of the interaction between instability waves in a turbulent round jet while Suponitsky
et al.31 investigated linear and nonlinear mechanisms of sound generation in laminar subsonic jets
by numerical resolution of the compressible Navier-Stokes equations. In particular, it was shown
that low-frequency waves resulting from nonlinear interaction are more efficient in radiating sound
when compared to linear instability waves radiating directly at the same frequencies. Experimen-
tally, the possibility of controlling an artificially generated wave in the mixing layer of a jet has been
investigated by Kopiev et al.,32 where the theoretical conclusion that a time harmonic instability
wave can be suppressed by an external acoustic wave with the properly chosen amplitude and phase
has been verified. However, in the case of a natural turbulent jet, Rodriguez et al.33 noticed that the
richness of the modal spectrum reduced the efficiency of the difference-mode excitation.
As far as we know, jet noise reduction by mean of the control of naturally arising instability
waves in a jet has never been demonstrated and learning how to properly force the jet in order to
reduce, and not increase, the acoustic radiation is essential. Nonlinear PSE approach is perfectly
suited to this issue because it allows to take into account modal resonances, in azimuth and in time.
Malik and Chang34 were the first to study helical-mode interaction, m = ±1, in a supersonic jet
using nonlinear PSE. Disturbance saturation, spectrum filling, and large mean flow distortion down-
stream to the jet were the result of nonlinear interactions. The addition of an acoustic propagation
model was undertaken by Cheung et al.35 to investigate the influence of nonlinearity on the acoustic
radiation of jets. Rolling-up vortices and coalescence were correctly reproduced in the near-field as
well as the acoustic in the far-field.
Based on these works, the objective of the present paper is to rely on the proven ability of
the hybrid PSE-acoustic propagation model to accurately capture the near and far-fields of jets
to perform a parametric study for controlling the evolution of the dominating instability waves
thereby influencing the radiated acoustic field. Although the intermittency of the wave-packets has
a fundamental influence on sound emission, especially in a subsonic jet as mentioned by Cavalieri
et al.,7 the time-periodic forcing leads to phase-locked disturbances and thus the effect of jitter may
not be a major issue here for the forced eigenmodes, following Cavalieri and Agarwal.8 Despite this,
nothing guarantees what the phase of the unforced modes will be. The extent of this analysis to
natural broadband jets therefore suggests the need to control the initial phase of each mode altered
by nonlinearity.
Such a study is carried out for two reasons. First, despite the fact that the large-scale structures
are now recognized to play a significant role in the noise generation, the exact underlying mecha-
nism is still not completely understood. Because the PSE approach allows to choose the retained
azimuthal and frequency modes, as well as their relative initial amplitude and phase, isolating
specific modes and evaluating their nonlinear contributions are made easier. With proper initial
conditions, it is then possible to quantify how modes interact with one another. Second, with the
recent development of active control techniques, such as plasma actuators, it is now possible to
provide excitation signals at high amplitude and high frequency for flow control and noise reduc-
tion. However, an experimental parametric study over a broad range of forcing to reduce jet noise
is time-consuming and costly. An efficient way to find relevant initial conditions is made possible
through the use of nonlinear PSE. Indeed, as we know how nonlinear interactions occur, finding
which modes to force at which amplitude and phase in order to minimize the near pressure field or
the noise radiation is now feasible.
In the present paper, the nonlinear PSE approach is applied to a high subsonic hot jet with a
Mach number Mj = 0.7 and a Reynolds number Red = 4 × 105, corresponding to a previous LES
computed by Huet.36 For heated jets, as mentioned by Monkewitz and Sohn,37 an absolute insta-
bility may be present. However, similarly to Gudmundsson,20 due to the relatively low temperature
ratio and the exhaust velocity, absolute instability is excluded in this work. Frequency and azimuthal
modes interactions will be studied separately over a broad range of initial amplitudes and phases.
The control of the dominant “target” mode will be made possible by increasing the amplitudes of
“killer” modes. The optimization of the “killer” mode amplitudes and phases will lead to a decrease
of the dominant unstable mode in the near-field as well as in the far-field.
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The paper is organized as follows. Section II presents the nonlinear PSE and the Kirchhoff
surface formulation. The mean flow, on which the PSE analysis will be conducted, is presented
in Section III. Section IV explores first nonlinear interactions of axisymmetric modes at various
frequencies while nonlinear contributions of azimuthal modes are analyzed and interpreted later.
II. INSTABILITY WAVE MODEL AND ACOUSTIC PROPAGATION
A. Parabolized stability equations
Nonlinear PSEs are used to evaluate the near-field flow disturbances generated by unstable
waves in the jet shear layer. Literally, the vector of flow variables q = [ux,ur ,uθ, ρ,p]T is split into
the sum of time-averaged q and fluctuating q′ components,
q(x,r, θ, t) = q(x,r) + q′(x,r, θ, t), (1)
with x, r , θ the axial, radial, and azimuthal coordinates in the cylindrical reference frame and t
the time variable. The usual perfect gas assumption is done so that the three velocity components,
the density, and the pressure, as given in q, are sufficient to characterize the flow. In the present
paper, only round nozzles are considered, which makes possible the previous axisymmetric sta-
tionary form of the mean flow. A sum of Fourier modes is used to model the fluctuations, taking
into account the symmetry in the azimuthal direction and assuming periodicity in time. If such an
approach allows mode-to-mode interactions, a limitation to a finite number (mmax,nmax) of modes is
necessary, which leads to series truncation,
q′(x,r, θ, t) =
nmax
n=−nmax
mmax
m=−mmax
q˜
m,n
(x,r) exp [i (mθ − nωt)] + q′′, (2)
with m the azimuthal wavenumber, ω the angular frequency, and n the harmonic frequency number.
All the remaining unresolved modes are formally pulled together in q′′. It should be noted that
even though negative frequencies (n < 0) are considered in Eq. (2), the disturbances are real-valued.
Therefore, the computational effort can be reduced since only the modes with n ≥ 0 need to be
solved by imposing the following condition:
q˜−m,−n = q˜
†
m,n
, (3)
where † refers to the complex conjugate.
Assuming the mean flow q to be weakly non-parallel in the streamwise direction x, the modal
function q˜
m,n
is decomposed into a slowly varying shape function in the axial x-direction qˆ
m,n
and a
rapidly varying wave-like part Am,n as developed by Bertolotti and Herbert,15
q˜
m,n
(x,r) = qˆ
m,n
(x,r)Am,n(x) = qˆ
m,n
γm,n exp
(
i
 x
x0
αm,n(ξ) dξ
)
, (4)
with γm,n = εm,n exp (i φm,n) , (5)
where αm,n is the complex axial wavenumber and x0 the initial axial location. εm,n is the maximum
amplitude of the streamwise disturbance velocity uˆxm,n occurring at a radius where φm,n is defined
as the phase, both imposed at x0.
Because the instability waves studied result from the inflectional mean profile of the jet shear
layer, the viscous dissipation is assumed to have minor effects on their evolution for such flows at
high Reynolds numbers and is neglected. Thus, the normal modes Eqs. (2) and (4) are introduced
into the compressible inviscid continuity, momentum, and energy equations of a perturbed flow.
Subtracting the terms corresponding to the mean flow yields the governing equations,
Lm,n{qˆ
m,n
} = Am,nqˆ
m,n
+ B
∂qˆ
m,n
∂x
+ C
∂qˆ
m,n
∂r
= − Fm,nAm,n −
F ′′m,n
Am,n . (6)
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For the sake of clarity, the present system of equations is called the PSE, even though, unlike
the original PSE, they are derived from the Euler equations, instead of the Navier-Stokes equations.
The operator Lm,n is linear and depends only on the mean flow variables q, the axial wavenum-
ber αm,n, the angular frequency ω, and the first-order derivatives. On the right-hand side, the
nonlinear term Fm,n involves products of the resolved azimuthal and frequency modes. They are
evaluated in the time domain and transformed back into the frequency domain by means of FFT.
The function F ′′m,n gathers the contributions resulting from nonlinear interactions involving unre-
solved modes. It will be neglected here, but it should be pointed out that due to the series trunca-
tion uncertainty, F ′′m,n is not necessarily negligible. Further insight on that issue can be found in
Rodriguez et al.33
Similarly to the Parabolized Navier-Stokes (PNSs) equations, the system exhibits ellipticity due
to ∂ pˆ/∂x, as mentioned by Haj-Hariri.38 Following the approach developed by Vigneron et al.,39
sufficient conditions to make the system parabolic were sought by splitting ∂ pˆ/∂x in two terms in
the x-momentum equation,
∂ pˆ
∂x
= w
∂ pˆ
∂x
+ (1 − w)∂ pˆ
∂x
. (7)
If the first right-hand side term of Eq. (7) is kept while the second one is considered as a source
term, the parabolicity condition provides a set of equations,

ρ M2 u2r < 1
w ≤ ρ M
2 u2x
1 − ρ M2 u2r
. (8)
with M the reference Mach number at the jet exit. The first condition requires the PSE approxi-
mation to be used only with slowly diverging jet, since ur needs to be small enough. The second
one indicates the maximum fraction of ∂ pˆ/∂x that can be retained in the equations while main-
taining them parabolic in the streamwise direction. One can notice that the effect of ∂ pˆ/∂x is
completely neglected for incompressible jets, where w(M = 0) = 0, and is progressively included as
the compressibility effects increase. Practically, w is evaluated as
w = min
1, ρM
2u2x
1 − ρM2u2r
 . (9)
The PSEs so obtained are now parabolic and can be solved by a computationally efficient
streamwise marching technique. However, this parabolicity can be questioned for the normalization
condition which is introduced in the following.
In Eq. (4), streamwise variations can be either absorbed in the axial wavenumber αm,n or in
the eigenfunction qˆ
m,n
component. A closure relationship on the kinetic energy is then employed
individually for each mode to remove this ambiguity, as proposed by Bertolotti and Herbert,15
Nm,n =
 ∞
0
qˆ†
m,n
∂qˆ
m,n
∂x
dr =
 ∞
0
(
uˆ†x
∂uˆx
∂x
+ uˆ†r
∂uˆr
∂x
+ uˆ†θ
∂uˆθ
∂x
)
dr = 0. (10)
At r = 0, many terms in the PSE are singular, especially in Fm,n. Relying on the symmetry
about the x-axis, the following boundary conditions are applied,

∂uˆx
∂r
= uˆr = uˆθ =
∂ ρˆ
∂r
=
∂ pˆ
∂r
= 0 : for m = 0,
uˆx =
∂uˆr
∂r
=
∂uˆθ
∂r
= ρˆ = pˆ = 0 : for |m| = 1,
uˆx = uˆr = uˆθ = ρˆ = pˆ = 0 : for |m| ≥ 2.
(11)
In the far-field r → +∞, considering a medium at rest and neglecting the streamwise deriv-
atives ∂uˆx/∂x and ∂ pˆ/∂x, the PSE simplify to a second order homogeneous differential Bessel
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equation for the pressure,
∂2pˆ
∂r2
+
1
r
∂ pˆ
∂r
+
(
ρn2ω2M2 − m
2
r2
− α2
)
pˆ = 0. (12)
The pressure shape function takes far away from the jet the form of a Hankel function of the
first kind and order m,
pˆ(x,r) = H (1)m (irλ(x)), (13)
with λ2 = α2 − ρn2ω2M2 such that Re(λ) > 0. Hankel-based boundary conditions are then applied at
r = 15d, where d is the diameter of the nozzle, similarly to Piot et al.19
The discrete system of Eq. (6) is obtained by combining a fourth-order central compact finite
difference scheme proposed by Gamet et al.40 in the radial direction and an implicit first-order
backward Euler scheme with a step size ∆x = xi − xi−1 in the streamwise direction,(
Aim,n +
Bi
∆x
+ Ci · Di
)
qˆi
m,n
=
Bi−1
∆x
qˆi−1
m,n
− F
i
m,n
A im,n
, (14)
with Di the radial differentiation matrix such that ∂qˆi
m,n
/∂r = Di · qˆi
m,n
.
Initial conditions for the PSE marching procedure are obtained through the local linear parallel
stability theory. However, contrary to linear PSE, the initial amplitudes and phases of the modes,
defined in Eq. (5), are key parameters here as discussed later on. The shape functions of all the qˆ
m,n
modes are computed solving iteratively discrete system Eq. (14). The axial wavenumbers αm,n are
updated at each iteration using a Newton-Raphson method based on the normalization condition
Eq. (10) as in Léon and Brazier.41
B. Cylindrical Kirchhoff surface formulation
As observed by Cheung et al.,35 even though the PSE approach is able to accurately capture
the perturbations inside the jet, it will fail in the appraisal of the acoustic radiation. However, as
mentioned by Suzuki and Colonius,12 the hydrodynamic PSE modes remain valid and dominant
outside of the mixing layer on a limited radius range called the hydrodynamic area, where the
mean flow is nearly irrotational and at rest. A cylindrical Kirchhoff surface positioned in that area
will allow to reconstruct the far-field acoustic radiation associated with hydrodynamic fluctuations,
similarly to Balakumar16 and Gudmundsson and Colonius.42
Assuming a medium at rest outside of the jet, the pressure fluctuations satisfy the wave equa-
tion,
∂2p˜m,n
∂r2
+
∂2p˜m,n
∂x2
+
1
r
∂ p˜m,n
∂r
+
(
ρM2n2ω2 − m
2
r2
)
p˜m,n = 0, (15)
where the pressure disturbances calculated by the PSE are used as boundary conditions at the radial
location rK of the Kirchhoff surface. A Fourier transform in the axial direction leads to a Bessel
differential equation whose solution can be expressed by means of first-kind Hankel functions,
p˜m,n(x,r) =
 ∞
−∞
p˜(0)m,n(η) H
(1)
m (irλK)
H (1)m (irKλK)
eiηxdη, (16)
where λ2K = ρ∞M
2n2ω2 − η2 with Re(λK) > 0 (17)
and with p˜(0)m,n the axial Fourier transform of the pressure fluctuation on the Kirchhoff surface. The
total pressure fluctuation in the far-field is then rebuilt based on the previous modal decomposition,
p′(x,r, θ, t) =
nmax
n=−nmax
mmax
m=−mmax
p˜m,n(x,r) exp i (mθ − nωt). (18)
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C. Validation
A validation of the linear PSE code and of the Kirchhoff surface strategy has been previ-
ously realized by Léon23,41 and Brazier et al.,43 for various jet configurations ranging from the
incompressible jet of Yen and Messersmith17 to the supersonic jet experimentally studied by Troutt
and McLaughlin.44 Both near-field and far-field pressure distributions were correctly predicted for
various frequencies and azimuthal wavenumbers. The results supported the validity of the linear
PSE code and of the Kirchhoff surface formulation.
Since numerical simulations of turbulent jets with forced eigenmodes are uncommon, in or-
der to validate the computation of the right-hand side term Fm,n of Eq. (6), which contains the
nonlinearities, two approaches have been used and compared.
The first previously mentioned approach consists in computing the nonlinear forcing terms in
the time domain and transforming them back to the frequency domain by a Fourier transform. A
second method allows to find an analytical solution of Fm,n by identifying the product of series as a
Cauchy product. The contributions of the second-order nonlinear terms on each mode are calculated
analytically. The third-order nonlinear terms are not taken into account in this computation. For
the optimized case mentioned later in Sec. IV E, a comparison of F (i)0,2 real and imaginary parts
computed by Fourier transform (◦) and analytically (–) at x/d = 3.0 is reported in Fig. 1. The expo-
nent (i) refers, respectively, to continuity, x-momentum, r-momentum, θ-momentum, and energy
equations. Because only axisymmetric modes are considered in that specific example, F (4)0,2 equals
zero. All results match perfectly for any x/d, then it is assumed that nonlinear terms are correctly
estimated.
III. MEAN FLOWCOMPUTATION
Thereafter, a round nozzle with an exhaust diameter d of 80 mm previously studied by Muller
et al.45 and Huet36 is considered. The jet characteristics are the Mach number M = Uj/cj = 0.7,
where cj stands for the sound speed and Uj = 404 m s−1 is the jet velocity, both at the centerline
of the nozzle exit section. The temperature in the core region is Tj = 830 K and the Reynolds
number based on the exit conditions is Red = 4 × 105. The ambient pressure and temperature are
p0 = 101 325 Pa and T0 = 280 K, respectively.
Unsteady flow field computation was performed by Huet36 using LES with a Smagorinsky
subgrid-scale model. An O-shaped conformal structured grid of 30 × 106 cells has been used to
model the nozzle and the jet. To provide accuracy close to the walls, the grid is densified near
the walls to resolve thickened boundary layers. Of particular interest was the influence of bound-
ary layer resolution to numerically reproduce initially turbulent jets. It was found necessary to
seed turbulence inside the nozzle. Thus, uniform stagnation pressure and temperature values were
FIG. 1. Real and imaginary part of F (i)0,2 computed by Fourier transform (◦) and analytically (–) at x/d = 3.0.
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FIG. 2. Mean axial velocity contour from the LES.
exclusively imposed at the inlet and the boundary layers were let run their course. Time integration
was made with a first-order implicit time scheme concurrently with a second-order upwind space
discretization scheme to solve the Navier-Stokes equations. To perform mean flow averaging, the
simulation was run with a time step of ∆t = 2 × 10−7 s up to a physical time of 60 ms or to a
dimensionless time of 300 convective time units d/Uj, which was thought to be long enough to
ensure a sufficient statistical convergence of the flow field.
In the case of turbulent flows, taking the mean flow as the base flow in stability analysis may
be unsuitable, as mentioned by Bagheri et al.46 However, as shown by Piot et al.,19 Brazier et al.43
and Gudmundsson and Colonius21 with linear PSE and by Rodriguez et al.33 with nonlinear PSE,
applying stability theory on that “base flow” leads to good results in comparison with experiments,
at least up to the end of the core region. In the present paper, failing any other alternative, the mean
flow computed by the LES will also be used as a base flow. The mean axial velocity contour from
the LES is presented in Fig. 2.
It is also worth emphasizing that nonlinear interactions of the instability waves may produce
zero-frequency modes (n = 0), representing a distortion of the mean flow. For laminar weakly
forced jets, Salgado et al.47 noted that mean flow correction did not induce much change in the
behaviour of the modes, while it became a more important factor when a larger number of modes
are affected by nonlinearity. Malik and Chang34 also pointed out that this effect was mostly located
downstream the potential core. In the case of a natural turbulent jet, the mean flow computed by
the LES already includes the zero-frequency modes and computing them again with PSE would
therefore be redundant, as mentioned in Rodriguez et al.33 In the present analysis, where a specific
forcing of modes is investigated, consideration of the mean flow distortion would perhaps be neces-
sary but that would require to extract the base flow directly from the LES computation, which was
not done here. However, this choice could be reconsidered in future work.
According to the above-mentioned remarks, we think that our results are valid before the end of
the core region, but remain more questionable downstream.
IV. NONLINEAR INTERACTIONS ANALYSIS
The PSE model, presented in Sec. II A, is used here to understand how modes interact with one
another on a realistic jet configuration. In order to clarify the following analysis, the main steps of
the process are synthesized here.
For the natural unforced jet, the most amplified instabilities are axisymmetric (m = 0) in a fre-
quency band around St = 0.40. As well, the radiated sound is broadband and predominates mainly
downstream of the jet over the same frequency range. The purpose of this study is to alter the
behavior of a specific mode. Therefore, the mode on which control is needed, designated as the
“target” mode, will be the axisymmetric mode (m = 0) at St = 0.40.
As a first step, the analysis will be limited to frequency harmonic interactions. Identical initial
amplitudes and phases will be set to all modes except one or two, the “killer” modes. Pure tone
excitation will induce harmonic growth and jet noise amplification, which is not in agreement with
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the current purpose. However, forcing two modes at higher initial amplitudes will only influence the
difference-frequency mode. Alteration of the dominant mode development is then made possible.
Near pressure field of the “target” mode will be minimized through a careful scan of initial ampli-
tudes and phases of the “killer” modes. Far-field noise of the initially dominant mode will be
reduced drastically whereas the high frequencies will be increased. Shifting “killer” modes to even
higher frequencies will conclude the analysis of frequency nonlinear interactions.
Finally, the overall same process will be applied to azimuthal modes interactions at various
frequencies, exciting two specific “killer” modes. As previously, bimodal excitation will be found
relevant to alter “target” mode development, revealing at the same time not only the difference-
frequency but also the difference-azimuth phenomenon.
A. Effect of the initial modes amplitudes
Six axisymmetric modes are considered with frequencies ranging from St = 0.20 to 1.20 by
step of 0.20 (nmax = 6). Even though accurate measurements at the nozzle were not performed on
that configuration, relevant initial amplitudes are needed. As mentioned by Rodriguez et al.,33 in the
case of a turbulent jet where a broad spectrum of fluctuations exists, the order of magnitude of initial
amplitudes must be the same for a large number of modes. Taking as a reference their measurements
on a cold subsonic jet at M = 0.9, initial pressure amplitudes were found to be between 0.01 and
0.1 Pa corresponding to a dimensionless initial amplitude factor εm,n = 10−5 following Eq. (5).
Three different cases are considered next, looking at the effect of the initial modes amplitudes.
The same initial amplitudes and phases are assigned to all the modes for various initial conditions
ranging from 1 × 10−5 to 1 × 10−3 as summarized in Table I. The results are presented in Fig. 3
where the N factor is used to compare the axial evolution of the modes,
N = ln
(
A(x)
A(x0)
)
, (19)
with A(x) =  ∞0  |uˆx |2 + |uˆr |2 + |uˆφ |2 dr1/2 the root mean square velocity fluctuation. Nonlinear
effects will be highlighted by the disparity between linear and nonlinear curves.
One can observe that for low initial amplitudes, the linear and nonlinear computations match
perfectly. The nonlinear interactions have no effect on the modes evolution. On the other hand,
discrepancies appear at higher amplitudes. Thus, for εm,n = 10−3, slight modifications in the evolu-
tion of the modes n = 2,4,5, and 6 are noticeable while the mode n = 1 is significantly changed.
The mode n = 3 seems to be unaltered under that specific initial conditions. Weak nonlinear effects
are also mentioned by Salgado et al.47 at similar initial amplitudes.
The main difficulty is to understand why one mode is changed by nonlinearity and another
one is not. In the following discussion, a step-by-step analysis is proposed to clarify the underlying
mechanism of frequency harmonic interactions with the aim to control the dominant mode (0,2)
corresponding to St = 0.4.
B. Single frequency excitation
In this section, single frequency excitation effect is analyzed. The present purpose is not to
provide an exact representation of the jet but rather to investigate nonlinear interaction of subsonic
jet instabilities with forced eigenmodes. In order to isolate phenomena, all the modes are then
TABLE I. Initial amplitudes of modes referring to Fig. 3.
Case ε0,1 (St= 0.2) ε0,2 (St= 0.4) ε0,3 (St= 0.6) ε0,4 (St= 0.8) ε0,5 (St= 1.0) ε0,6 (St= 1.2)
A1 (◦) 1 × 10−5 1 × 10−5 1 × 10−5 1 × 10−5 1 × 10−5 1 × 10−5
A2 (•) 1 × 10−4 1 × 10−4 1 × 10−4 1 × 10−4 1 × 10−4 1 × 10−4
A3 (△) 1 × 10−3 1 × 10−3 1 × 10−3 1 × 10−3 1 × 10−3 1 × 10−3
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FIG. 3. N factor comparison for all modes between nonlinear computations at various initial amplitudes εm,n = 10−5 (◦);
10−4 (•); 10−3 (△); and linear PSE (–).
initialized at the same deliberately low initial amplitude of εm,n = 1 × 10−7, similarly to Salgado
et al.47 The St = 0.4 is an exception with an initial amplitude increased to ε0,2 = 1 × 10−5 and
ε0,2 = 1 × 10−4 to simulate the effect of forcing the dominant mode, as mentioned in Table II.
Results are reported in Fig. 4 where the N factor is used to illustrate the nonlinear effects.
On the one hand, with ε0,2 = 1 × 10−5, only slight changes appear on the St = 0.8 mode, which
corresponds to the first harmonic of the forced mode. All the remaining modes are kept unaltered
by the nonlinear interactions. On the other hand, as the initial amplitude of the forced mode is
increased, the discrepancies previously revealed on the St = 0.8 become clearly significant with a
sharp increase of the N factor. As the first harmonic becomes large enough, the second one St = 1.2
starts to be also affected. The leftover modes are still insensitive to the forced mode.
As reported by Bechert and Pfizenmaier,48 above a certain excitation level, due to harmonics
growth, the broadband jet noise can then be amplified considerably by a pure tone excitation. How-
ever, with a view to controlling dominant mode, forcing low frequency modes at high amplitudes is
not conceivable. A more efficient mechanism is needed.
C. Difference-frequency mode
In 1979, Ronneberger and Ackermann27 ran experiments on a turbulent jet to quantify the
effect of nonlinear interactions of instability waves on the radiated sound. By exciting a jet at
two frequencies n1, n2, they found that the combination frequencies n1 − n2, n1 + n2, 2n1 − n2, and
2n2 − n1 exhibit wave-like character in the near-field. In addition, the difference-frequency n1 − n2
predominates over other combination frequencies in the far-field, with a distinct directivity.
TABLE II. Initial amplitudes of modes referring to Fig. 4. Boldface values refer to the forced mode initial conditions.
Case ε0,1 (St= 0.2) ε0,2 (St= 0.4) ε0,3 (St= 0.6) ε0,4 (St= 0.8) ε0,5 (St= 1.0) ε0,6 (St= 1.2)
B1 (◦) 1 × 10−7 1 × 10−5 1 × 10−7 1 × 10−7 1 × 10−7 1 × 10−7
B2 (•) 1 × 10−7 1 × 10−4 1 × 10−7 1 × 10−7 1 × 10−7 1 × 10−7
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FIG. 4. Effect of forcing one frequency, mode (0,2), at a higher amplitude; ε0,2= 10−5 (◦); 10−4 (•); linear PSE (–).
This process is here investigated numerically. The initial amplitude of εm,n = 1 × 10−7 remains
assigned to all modes while the two frequencies St = 0.8 and St = 1.2 are forced at higher initial
amplitudes. Three different initial amplitudes are analyzed ε0,4 = ε0,6 = 1 × 10−5 (◦), 2 × 10−5 (•),
and 4 × 10−5 (△) as referred in Table III. The N factor of all the modes under these configurations is
reported in Fig. 5.
As expected, by forcing two specific frequencies, only the difference-frequency mode St = 0.4
is affected. If the maximum of the amplification factor is increased by 30%, its location, around
x/d = 3.0, is not altered.
The use of difference-mode interaction may then be promising in order to control jet instabil-
ities and possibly reduce noise radiation if the pressure field is altered favorably. The two forced
frequencies, where energy is injected in to alter the behavior of a specific “target” mode, are quali-
fied as “killer” modes. However, as shown above, the N factor of the difference-frequency mode is
very sensitive to the initial amplitudes of the forced modes.
In the next paragraph, attention will be paid to the effect of the initial amplitudes and phases of
the “killer” modes on the near pressure field.
D. Initial phase effects in the near-field
If the N factor is an effective parameter to quantify the influence of nonlinear interactions on
modes, the pressure field remains the starting point of any acoustic analysis. As an extension of the
previous case C2 (◦), the pressure amplitude |p′0,2| of the mode (0,2) along the line r/d = 0.5 is re-
ported on the top left side of Fig. 6. It should be noted that the two “killer” frequencies St = 0.8 and
TABLE III. Initial amplitudes of modes referring to Fig. 5. Boldface values refer to the forced modes initial conditions.
Case ε0,1 (St= 0.2) ε0,2 (St= 0.4) ε0,3 (St= 0.6) ε0,4 (St= 0.8) ε0,5 (St= 1.0) ε0,6 (St= 1.2)
C1 (◦) 1 × 10−7 1 × 10−7 1 × 10−7 1 × 10−5 1 × 10−7 1 × 10−5
C2 (•) 1 × 10−7 1 × 10−7 1 × 10−7 2 × 10−5 1 × 10−7 2 × 10−5
C3 (△) 1 × 10−7 1 × 10−7 1 × 10−7 4 × 10−5 1 × 10−7 4 × 10−5
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FIG. 5. Effect of forcing two high frequencies, modes (0,4) and (0,6), at higher initial amplitudes; ε0,4= ε0,6= 1×10−5 (◦);
2×10−5 (•); 4×10−5(△); linear PSE (–).
St = 1.2 influence exclusively the “target” mode St = 0.4; consequently, only the pressure ampli-
tude of the latter will be represented in the following figures. With ε0,4 = ε0,6 = 2 × 10−5 (◦), even
though the peak location remains the same, its value is increased by more than 20%. The acoustic
radiation generated by the mode St = 0.4 may intensify as well which would defeat the purpose.
Until now, a missing parameter was the initial phase of the modes which has been found rele-
vant in the process of resonance or pairing by Arbey and Ffowcs Williams.28 By varying the phase
between two signals at harmonically related frequencies, control was exercised on both harmonic
FIG. 6. Pressure amplitude of the “target” mode (0,2) along the line r/d = 0.5 when forcing the modes (0,4) and (0,6) at
ε0,4= ε0,6= 2×10−5 (◦) for various initial phases of the mode (0,4); (–) linear PSE.
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TABLE IV. Various initial amplitudes of modes leading to the same results in the near-field. Boldface values refer to the
forced modes initial conditions.
Case ε0,1 (St= 0.2) ε0,2 (St= 0.4) ε0,3 (St= 0.6) ε0,4 (St= 0.8) ε0,5 (St= 1.0) ε0,6 (St= 1.2)
E1 1 × 10−7 1 × 10−7 1 × 10−7 2 × 10−5 1 × 10−7 4 × 10−5
E2 1 × 10−7 1 × 10−7 1 × 10−7 4 × 10−5 1 × 10−7 2 × 10−5
E3 1 × 10−7 1 × 10−7 1 × 10−7 1 × 10−5 1 × 10−7 8 × 10−5
and subharmonic generation. Despite the fact that enhancing jet mixing by high-amplitude excita-
tion has been well documented, the significance of the phase difference in the control of naturally
arising instability waves in a jet and its part in the far-field noise is not known. It is therefore
legitimate to ask whether any phase difference between the “killer” modes will change the pressure
distribution of the “target” mode.
The phase influence of the forced mode (0,4) on the pressure amplitude of the target mode
(0,2) is represented in Fig. 6. All the remaining modes are left with their previous initial conditions,
such as the initial phase of the mode (0,6) which remains at zero. The phase impact on the pressure
amplitude peak is obvious and promising. Indeed, if the peak value can be increased by 50% when
forcing the initial phase of the mode (0,4) at φ0,4 = 90◦, most importantly it can be reduced by 50%
when φ0,4 = 270◦. It also highlights the great significance of the relative initial phase of the modes
when nonlinear interactions occur.
A way to reduce the efficiency of a dominant mode in the near-field should be to amplify two
higher frequencies so that the difference-frequency mode corresponds to the “target” mode and sets
their initial phases in order to reduce its pressure peak value.
E. “Target” mode pressure peak minimization
An optimum in terms of initial amplitudes and phases of the “killer” modes is sought with
the aim of reducing as much as possible the pressure peak value of the “target” frequency. After
running multiple cases, it is not the initial amplitude of each mode set apart which was found
relevant, but their product. As an example, Table IV summarizes three different cases where the
initial amplitude product remains constant. The results, not presented here, superimposed perfectly
between themselves in the near-field and thus, for a large number of configurations.
Leaving the initial phase of the mode (0,4) to φ0,4 = 270◦, which is the most favorable config-
uration so far, the initial amplitude of the forced modes (0,4) and (0,6) is changed to mini-
mize the pressure peak value of the “target” mode (0,2) in the near-field. Three cases are repre-
sented in Fig. 7 for ε0,4 × ε0,6 = 5 × 10−10, 7 × 10−10, and 9 × 10−10. An optimum is reached with
ε0,4 × ε0,6 = 7 × 10−10 where the peak undergoes a decrease of more than 65%.
After paying attention to the initial amplitudes, the same study is conducted on the initial
phases of the “killer” modes. As previously the independent initial phase of each mode is not
FIG. 7. Pressure amplitude of the “target” mode (0,2) along the line r/d = 0.5 when forcing the modes (0,4) and (0,6) with
φ0,4= 270◦ for various initial amplitude products of the modes (0,4) and (0,6); (◦) nonlinear PSE; (–) linear PSE.
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TABLE V. Various initial phases of modes leading to the same results in the near-field. Boldface values refer to the forced
modes initial conditions.
Case φ0,1 (St= 0.2) φ0,2 (St= 0.4) φ0,3 (St= 0.6) φ0,4 (St= 0.8) φ0,5 (St= 1.0) φ0,6 (St= 1.2)
E4 0◦ 0◦ 0◦ 270◦ 0◦ 0◦
E5 0◦ 0◦ 0◦ 0◦ 0◦ 90◦
E6 0◦ 0◦ 0◦ 225◦ 0◦ 315◦
essential, it is here the difference of the latter, modulo 2π, which is primordial. Various cases are
presented in Table V where the results were equal.
Taking as a starting point, the previous case with ε0,4 × ε0,6 = 7 × 10−10 where the impact of
the nonlinear interactions was the most favorable value, three different phases configurations are
reported in Fig. 8 with φ0,6 − φ0,4 = 85◦, 100◦, and 115◦. If the discrepancies between the cases are
not as large as before, φ0,6 − φ0,4 = 100◦ leads to a further decrease of the pressure peak value.
F. Effect of the series truncation
As mentioned by Rodriguez et al.,33 nonlinearity couples the evolution of all the frequency and
azimuthal wavenumbers. Thus, the arbitrary choice of the highest frequency mode, nmax, alters the
evolution of any individual mode. For the unforced turbulent jet, these authors conclude that the
evolution of higher frequencies is nearly linear. In the present case, where high initial amplitudes are
applied to high frequencies, the effect of increasing the truncation frequency has to be investigated
and evaluated.
Two cases are considered with different series truncation frequencies, St = 1.20 (nmax = 6) and
St = 2.40 (nmax = 12), respectively. In both cases, the previous initial conditions are imposed, that
is, to say ε0,4 × ε0,6 = 7 × 10−10 and φ0,6 − φ0,4 = 100◦ while all the remaining modes are kept at
εm,n = 1 × 10−7 and φm,n = 0◦.
The pressure amplitude along the line r/d = 0.5 for the first six modes of the computations
is reported in Fig. 9. Similarly to the above mentioned unforced turbulent jet, the impact of the
truncation frequency on the evolution of lower frequency modes is negligible for the present forced
case. In addition, when comparing the nonlinear results with the linear ones, the evolution of higher
frequencies is also nearly linear and even for the forced modes. Therefore, the limitation to a finite
number of modes will be assumed to have minor impact on the evolution of the modes, even if high
initial amplitude is applied on the truncation frequency.
G. Radiated noise
Since the radial extent of the linear-hydrodynamic region varies from one mode to another, a
cylindrical Kirchhoff surface has to be determined for each of the modes to propagate the previous
results to the far-field.
FIG. 8. Pressure amplitude of the “target” mode (0,2) along the line r/d = 0.5 when exciting the modes (0,4) and (0,6) at
the initial amplitude product ε0,4×ε0,6= 7×10−10 for various initial phase differences; (◦) nonlinear PSE; (–) linear PSE.
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FIG. 9. Series truncation effect (nmax) on modes pressure amplitude along the line r/d = 0.5 when exciting the modes (0,4)
and (0,6) at ε0,4×ε0,6= 7×10−10 and φ0,6−φ0,4= 100◦; (◦) nmax= 6; (△) nmax= 12; (–) linear PSE.
A surface aligned with the x-axis may lead to discrepancies at certain axial locations due to
the slow divergence of the jet. Thus, various radial locations of the Kirchhoff surface have been
tried out, for each of the modes, on both the unforced and forced jet. Only the acoustic propagation
solutions that best match the PSE results along the greater distance in the x-direction have been
retained. As an example, both the PSE results (—) and the selected acoustic propagation solution
of each mode (- -) at x/d = 3.0 are depicted in Figs. 10 and 11 for the unforced and excited jet,
respectively.
With the frequency increase, perturbations are damped faster outside of the jet and the location
of the Kirchhoff surface has to get closer to the jet. Nevertheless, a limitation to rK/d ≥ 1.1 is
FIG. 10. Near-field radial pressure profile at x/d = 3.0 for the unforced jet; PSE (—); acoustic propagation (- -).
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FIG. 11. Near-field radial pressure profiles at x/d = 3.0 for the excited jet; PSE (—); acoustic propagation (- -).
imposed on St ≥ 1.00 to stay outside of the mixing layer and ensure the validity of the Kirchhoff
formulation. One can then notice that the propagation of higher frequencies may not be as accurate
as expected and thus only an estimate of the acoustic field will be discussed.
Now that the radial location of the Kirchhoff surfaces is determined for each of the modes,
the previous results are propagated to the far-field. The pressure field of the “target” mode St = 0.4
is depicted in Fig. 12 where two cases are presented, the unforced configuration and the favorable
excited conditions mentioned above.
In both cases, the radiating lobe resulting from the hydrodynamic instability is clearly visible
with a pronounced directivity in the aft region of the jet. The forcing seems to increase the “target”
mode angle of directivity, which moves from 30◦ to 60◦. On the other hand, the pressure levels |p′0,2|
are much lower when forcing the difference-frequency mode.
To improve the data analysis, the far-field directivity patterns of the “target” mode are extracted
on a circle at r/d = 25 from 0◦ to 90◦ and are reported in Fig. 13. The three previous combinations
of initial phases of the “killer” modes are depicted to quantify the sensitivity to initial conditions,
(a) (b)
FIG. 12. Pressure field of the “target” mode (0,2) for the unforced jet (a) and for excited jet with the “killer” frequencies
St= 0.80 and St= 1.20 (b); (–) Kirchhoff surface location. (a) Unforced jet. (b) Excited jet.
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FIG. 13. Pressure level of the mode (0,2) obtained at r/d = 25 for various initial phase differences of the modes (0,4) and
(0,6) with the initial amplitude product ε0,4×ε0,6= 7×10−10; (◦) nonlinear PSE; (–) linear PSE.
so φ0,6 − φ0,4 = 85◦, 100◦, and 115◦. A noteworthy change is observed in the angle of directivity
and the pressure amplitude of the “target” mode with the initial phase of the “killer” modes. The
optimum is found for φ0,6 − φ0,4 = 100◦ with a significant 9 dB loss of the noise generated by the
“target” mode at the frequency St = 0.40. It is important to note that the same optimum is found in
both the near and far-fields.
However, to decrease the efficiency of the “target” mode, two high frequencies have been
amplified and thus may radiate more noise. The overall sound pressure level, which includes all the
selected frequencies, is presented in Fig. 14. A noise increase of 33 dB is then highlighted for the
forced jet compared to the unexcited jet.
The present results essentially confirm the earlier findings by Suponitsky et al.31 on the idea
that nonlinear interaction between two primary instability waves results mainly in a difference
frequency mode, but further insight is now provided on the crucial importance of the initial phase of
the modes. In fact, when two modes are amplified, low-frequency waves resulting from interactions
between primary highly amplified instability waves can be efficient sound radiators in subsonic jets.
Nonetheless, and not mentioned in previous work, by carefully setting up amplitudes and phases of
two higher frequency modes, the mitigation of the “target” mode noise is possible. On the flip side,
the noise induced by the “killer” modes is increased drastically.
H. Shifting to higher frequency “killer” modes
Because outside of the jet high frequencies are damped faster than low frequencies, shifting the
“killer” modes to higher frequency is investigated with the aim to reduce the previous increase in the
overall sound pressure level.
The exact same process as before is applied, now forcing St = 1.2 and St = 1.6, instead of
St = 0.8 and St = 1.2. Once more, only the difference-frequency mode, corresponding to St = 0.4, is
altered while all the other modes are unchanged. An optimum of initial amplitude product is found
to be ε0,6 × ε0,8 = 7 × 10−10. The optimum for the initial phase difference is φ0,8 − φ0,6 = 115◦.
FIG. 14. Overall sound pressure level obtained at r/d = 25 for various initial phase sums; (◦) nonlinear PSE; (–) linear PSE.
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TABLE VI. Initial amplitudes and phases of modes referring to Fig. 15.
Boldface values refer to the forced modes initial conditions.
Case ε0,2 (φ0,2) ε0,6 (φ0,6) ε0,8 (φ0,8)
G1 1 × 10−7(0◦) 2.5 × 10−5(0◦) 2.8 × 10−5(100◦)
G2 1 × 10−7(0◦) 2.5 × 10−5(0◦) 2.8 × 10−5(115◦)
G3 1 × 10−7(0◦) 2.5 × 10−5(0◦) 2.8 × 10−5(135◦)
All the remaining modes, including the “target” mode, are set to initial amplitudes and phases of
εm,n = 1 × 10−7 and φm,n = 0◦. Once more, as summarized in Table VI, three configurations of
initial phase are presented below to quantify sensitivity to initial conditions.
The pressure amplitude of the “target” frequency St = 0.40 along the line r/d = 0.5 is reported
in Figure 15. The efficiency of the process in the near pressure field is obvious in all the three cases
with a meaningful lessening of the pressure peak value.
Fig. 16 represents the far-field directivity patterns of the “target” mode at r/d = 25. In this case,
the forcing seems much more significant in term of noise reduction with a 15 dB loss, instead of
9 dB previously. The results are still sensitive to initial conditions with a loss of 6 dB for other initial
phases.
The overall sound pressure level, including the excited frequencies, is presented in Fig. 17.
The noise is still increased but by 19 dB, instead of 33 dB previously. Shifting to even higher
frequencies may lead to a further decrease, even to a jet noise mitigation. The idea to excite two
higher-frequency “killer” modes seems promising by making use of the difference-frequency mode
phenomenon. However, a real optimization process must be performed on real initial jet conditions
to ensure the feasibility of the process.
I. Nonlinear azimuthal interactions
Instead of pursuing our efforts on axisymmetric modes at even higher frequencies, advantage
will be taken of the fact that not only high frequencies but also high azimuthal wavenumbers radiate
sound less efficiently, as mentioned by Fuchs and Michel.49
A similar investigation is then run on azimuthal interactions. Thirty modes are considered with
azimuthal wavenumbers going from −2 to 2 (mmax = 2) and frequencies ranging from St = 0.20 to
1.20 by step of 0.20 (nmax = 6). The complete routine to minimize the near pressure field is the same
as before and will not be detailed. Thereafter, only the main results are presented.
Once more, if single excitation is not relevant with the current purpose, controlling the evolu-
tion of a selected “target” mode is made possible through forcing only two “killer” modes (m1,n1),
(m2,n2). In a similar manner than in frequency interactions where the difference-frequency n1 − n2
was found to predominate, the combination (m1 − m2,n1 − n2) now prevails over other possible
combinations. This is entirely consistent with the analytical model developed by Mankbadi30 to
FIG. 15. Pressure amplitude of the “target” mode (0,2) along the line r/d = 0.5 when forcing the modes (0,6) and (0,8) at
the initial amplitude product ε0,6×ε0,8= 7×10−10 for various initial phase differences; (◦) nonlinear PSE; (–) linear PSE.
 This article is copyrighted as indicated in the article. Reuse of AIP content is subject to the terms at: http://scitation.aip.org/termsconditions. Downloaded
to  IP:  134.212.178.10 On: Mon, 17 Aug 2015 15:03:20
084106-19 Itasse et al. Phys. Fluids 27, 084106 (2015)
FIG. 16. Pressure level of the mode (0,2) obtained at r/d = 25 for various initial phase sums of the modes (0,6) and (0,8)
with the initial amplitude product ε0,6×ε0,8= 7×10−10; (◦) nonlinear PSE; (–) linear PSE.
study nonlinear wave-wave interactions in turbulent jets. Based on the integrated energy of each
scale of motion in a cross section of the jet, he found that two frequency components in the axisym-
metric mode can interact with other background frequencies in the axisymmetric mode while two
frequency components in a single helical mode cannot, by themselves, amplify other frequency
components in the same helical mode. However, combinations of frequency components of he-
lical and axisymmetric modes can amplify other frequencies in other helical modes, which is in
agreement with the azimuth and frequency difference phenomena presented here.
The initial amplitude of εm,n = 1 × 10−7 remains assigned to all modes while the “killer”
modes (2,4) and (2,6) are forced at higher initial amplitudes, thus altering the “target” mode (0,2)
corresponding to the axisymmetric mode at the frequency St = 0.40.
An optimum in terms of initial amplitudes and phases of the forced modes is sought with the
aim of reducing the pressure peak value of the “target” mode. Again, product of initial amplitudes
and difference of initial phases are found relevant. The most favorable configuration is got with
ε2,4 × ε2,6 = 8 × 10−10 and φ2,6 − φ2,4 = 90◦. Pressure amplitude of the “target” mode along the line
r/d = 0.5 is presented in Fig. 18(a). Again, the pressure peak value of the “target” mode is reduced,
supporting the effectiveness of the “target” instability control by “killer” modes.
Far-field directivity pattern of the “target” mode and overall sound pressure obtained at r/d =
25 are reported in Figs. 18(b) and 18(c), respectively. As expected by the pressure field, the pressure
level of the “target” mode is decreased with a 8 dB loss. Although more favorable than the case
presented in Sec. IV G, the overall sound pressure is still increased by 18 dB.
Because the aim of the present paper was to investigate the possibility to control a specific
“target” mode, the cost function to minimize was the pressure distribution of the initially dominant
instability in the near-field. However, now, the interest must go a step further with a focus on
jet noise reduction. Nonetheless, in the range of frequencies and azimuthal wavenumbers selected
in the present paper, the initial amplitudes of the “killer” modes needed to influence the initially
dominant instability were too high and thus dominate the far-field with always an increase in the
overall sound pressure.
FIG. 17. Overall sound pressure level obtained at r/d = 25 for various initial phase sums; (◦) nonlinear PSE; (–) linear PSE.
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(a) (b) (c)
FIG. 18. Pressure amplitude (a) and pressure level (b) of the initially dominant mode (0,2) and overall sound pressure level
(c) when forcing the modes (2,4) and (2,6) such that ε2,4×ε2,6= 8×10−10 and φ2,6−φ2,4= 90◦; (◦) nonlinear PSE; linear
PSE (–).
But we must still underline that exciting azimuthal modes to impact a given “target” mode
development has succeeded. It seems as efficient as amplifying axisymmetric modes of higher
frequencies with similar results in terms of pressure distribution and pressure level and thus may be
promising even if global jet noise mitigation has not been reached yet.
V. CONCLUSION
PSE approach was used to study nonlinear interactions with forced eigenmodes to control sub-
sonic jet instabilities. Mainly, the objective of the present work was to quantify how modes interact
with one another to define proper initial conditions for the recent active control techniques for flow
control and noise reduction.
First, the study was restricted to harmonic frequency interactions to clarify the nonlinear
underlying mechanism which drives the instabilities evolution. On the one hand, single frequency
forcing revealed harmonics growth and thus a broadband jet noise increase. On the other hand,
the difference-frequency n1 − n2 was found to predominate in the near-field when exciting a jet at
two frequencies n1, n2. This phenomenon was investigated to control the evolution of the initially
dominant instability, defined as the “target” mode. The two high frequency forced modes, where
energy is injected in order to alter the difference-frequency mode behavior, were qualified as
“killer” modes. Of particular interest were the initial conditions of the “killer” modes. Not only
their initial amplitudes were found critical for the “target” mode development but also their initial
phases. Specifically, the product of the “killer” mode initial amplitudes and the difference of their
initial phases were key parameters. An optimum was found with the objective of minimizing the
near-field pressure peak value of the “target” frequency. The propagation of that PSE solution to the
far-field revealed a significant decrease of the initially dominant instability noise with a 15 dB loss.
However, the “killer” modes dominate in the far-field due to their needed high initial amplitudes. As
a result, the estimated overall sound pressure level was increased by 19 dB. A solution proposed to
reduce that drastic increase of the overall sound pressure level is to shift the “killer” modes to even
higher frequencies, which are damped faster outside of the jet.
Then, because high azimuthal wavenumbers also radiate sound less efficiently, the same overall
process was realized on azimuthal modes. As an extension of the difference-frequency, it was found
that amplifying two “killer” modes (m1,n1), (m2,n2) influences the combination (m1 − m2,n1 − n2).
This result was found to be fully in line with the analytical model developed by Mankbadi.30 Once
more, the behavior of the initially dominant instability was investigated as a function of the initial
conditions of the two “killer” modes. Once again, although the needed initial amplitudes of the
“killer” modes were too high and thus led to an increase in the overall sound pressure, the near
pressure field as well as the radiated noise of the naturally dominant instability were remarkably
reduced. It should be noted that in all three cases mentioned previously, the optimal phase difference
is found to be around 100◦. To the best of our knowledge, the underlying mathematics or physics,
which might explains why that is, remains an open question.
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In return for a frequency-shift in noise, the present paper supports the approach that the noise
mitigation of the initially dominant instability is feasible by means of nonlinear frequency interac-
tions. In addition, sometimes a specific frequency related to jet instabilities may dominate the entire
spectrum, which can be harmful or dangerous for the aircraft structure. To prevent such issues, this
process might be an appropriate solution.
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4.2 Comple´ment a` l’article : Excitation d’un mode sous-
harmonique
Dans la section IV.B. de l’article, l’excitation d’un mode unique est pre´sente´e, en l’oc-
currence celle du mode dominant St = 0.4. Au fur et a` mesure que l’amplitude initiale
de ce mode est augmente´e, une alte´ration des harmoniques fre´quentielles est souligne´e,
soit les modes St = 0.8 et St = 1.2 . Ainsi, le bruit de jet peut significativement eˆtre aug-
mente´ par l’excitation d’une fre´quence pure, conforme´ment a` la litte´rature. Cependant,
la possibilite´ de re´duire l’efficacite´ acoustique du mode dominant reste envisageable en
excitant de fac¸on approprie´e son sous-harmonique, en terme d’amplitude et de phase
initiale.
Une analyse est donc mene´e en conside´rant cette fois quatre modes axisyme´triques
(m = 0) pour des fre´quences allant de St = 0.2 a` St = 0.8 par pas de 0.2 (N = 4).
L’amplitude initiale de εm,n = 1× 10−7 reste assigne´e a` tous les modes, excepte´ pour le
mode  tueur  St = 0.2 qui est soumis a` une excitation. De fac¸on similaire aux travaux
pre´ce´dents, le processus de minimisation du champ de pression proche conduit a` une
amplitude et une phase initiales de ε0,1 = 1× 10−4 et φ0,1 = 85◦, comme reporte´ dans le
Tab. 4.1. L’e´volution du facteur N de tous les modes est repre´sente´ sur la Fig.4.1. Une
fois de plus, l’e´tude re´ve`le qu’il est possible d’alte´rer uniquement l’e´volution du mode
dominant par une excitation du sous-harmonique.
Table 4.1 : Amplitude et phase initiale de tous les modes.
ε0,1 (St = 0.2) φ0,1 (St = 0.2) εm,n φm,n
1× 10−4 85◦ 1× 10−7 0◦
L’amplitude de la perturbation de pression a` r/d = 0.5 et le diagramme de directivite´
a` r/d = 25 du mode  cible  ainsi que le niveau de pression global sont pre´sente´s sur
la Fig. 4.2. Bien que la configuration obtenue soit la plus favorable avec une le´ge`re
re´duction du maximum de la perturbation de pression, un second pic semble e´merger
au niveau du coˆne potentiel, suivi d’une augmentation notable de la pression en aval.
En effet, le diagramme de directivite´ pre´sente une augmentation du niveau de pression
acoustique du mode  cible  de 1 dB. En prenant en compte l’amplitude initiale du
mode  tueur , une augmentation drastique du rayonnement acoustique global est
observe´e. Cette augmentation est de 56 dB sur cette configuration. Dans le but de
re´duire l’efficacite´ d’un mode  cible , l’excitation sous-harmonique ne semble donc
pas prometteuse, ce qui plaide en faveur d’un controˆle par diffe´rence modale.
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Figure 4.1 : Evolution du facteur N lors de l’excitation du mode (0, 1) ;
PSE line´aires (—) ; PSE non line´aires (◦).
(a) (b) (c)
Figure 4.2 : Amplitude de pression a` r/d = 0.5 (a) et niveau de pression acoustique a`
r/d = 25 (b) du mode  cible  St = 0.4 et niveau de pression global (c) ; PSE line´aires
(—) ; PSE non line´aires (◦).
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Une analyse PSE des interactions non line´aires d’un jet excite´ par un ou plusieurs
modes instables a e´te´ effectue´e dans ce chapitre. Tout d’abord, l’excitation d’un seul
mode a e´te´ e´tudie´e, provoquant une amplification des harmoniques fre´quentielles. On a
alors montre´ qu’il e´tait possible d’alte´rer l’e´volution d’un mode donne´ en excitant son
sous-harmonique. Toutefois, seule une augmentation du niveau de pression acoustique
du mode fondamental est observe´e dans ce cas.
L’excitation simultane´e d’un jet a` deux fre´quences n1, n2 a ensuite e´te´ explore´e ou`,
conforme´ment aux re´sultats des expe´riences de Ronneberger et Ackermann (1979), la
diffe´rence fre´quentielle n1 − n2 pre´domine en champ proche et en champ lointain. Ce
phe´nome`ne est alors exploite´ dans le but d’alte´rer le comportement du mode initia-
lement dominant, de´fini a` cette occasion comme le mode  cible . Les deux modes
de plus haute fre´quence, dont l’excitation permet de modifier le mode correspondant
a` la diffe´rence fre´quentielle, sont quant a` eux qualifie´s de modes  tueurs . Non
seulement leur amplitude initiale, mais e´galement leur phase initiale se sont trouve´es
eˆtre cruciales dans le de´veloppement du mode  cible . Pre´cise´ment, le produit des
amplitudes initiales des modes  tueurs  et la diffe´rence de leurs phases initiales
sont des facteurs essentiels. Un optimum a alors e´te´ trouve´ avec pour objectif de mi-
nimiser l’amplitude maximum de la perturbation de pression du mode  cible  en
champ proche. La propagation de la solution PSE en champ lointain a alors re´ve´le´
une re´duction notable du rayonnement acoustique du mode initialement dominant
avec une perte de 15 dB. Cependant, l’amplitude initiale requise pour les modes
 tueurs  est telle qu’ils dominent en champ lointain. Par conse´quent, le niveau de
pression acoustique global se trouve eˆtre augmente´ de 19 dB.
Une solution a e´te´ propose´e pour limiter cette augmentation. Elle consiste a` exciter
des modes  tueurs  qui rayonnent moins efficacement en champ lointain. Deux
possibilite´s sont alors envisage´es : l’excitation de modes de plus haute fre´quence
ou de plus haut nombre d’onde azimutal. En effet, dans le prolongement des tra-
vaux de Ronneberger et Ackermann (1979), l’e´tude re´ve`le que l’excitation des
modes  tueurs  (m1, n1) et (m2, n2) influence majoritairement la combinaison
(m1−m2, n1−n2). Dans les deux cas, le controˆle du mode initialement dominant est
re´alise´, mais bien que le niveau de pression acoustique global soit plus acceptable que
pre´ce´demment, aucune re´duction n’est observe´e dans cette e´tude.
En e´change d’une augmentation du bruit a` haute fre´quence, ces travaux soutiennent
toutefois l’ide´e qu’une re´duction du bruit de l’onde instable initialement dominante
est possible par le biais des interactions non line´aires.
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Chapitre5
De´veloppement des PSE line´aires
adjointes et application a` des cas
d’e´tudes simples
Bien qu’il soit possible de minimiser le rayonnement acoustique d’un mode
donne´ en excitant un ou plusieurs modes instables d’un jet, la de´marche de type
 essais-erreurs  adopte´e dans le chapitre pre´ce´dent reste fastidieuse. Pour re´pondre
a` ce proble`me d’optimisation, une technique efficace peut eˆtre de´veloppe´e en se
basant sur la the´orie de l’ope´rateur adjoint. En particulier, elle permet d’analyser
la sensibilite´ de l’e´coulement et de calculer le controˆle optimal a` appliquer en vue
de minimiser le bruit rayonne´. Dans ce chapitre, les PSE line´aires adjointes sont
de´veloppe´es. Certaines difficulte´s associe´es a` cette mode´lisation sont pre´sente´es.
Enfin, pour permettre une premie`re appre´hension de cet outil, le mode`le PSE adjoint
est applique´ a` des cas d’e´tudes simples.
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5.1 Mode´lisation PSE line´aires adjointes
5.1.1 Optimisation et multiplicateurs de Lagrange
Dans un premier temps, l’objectif est d’e´tudier la sensibilite´ des instabilite´s hydro-
dynamiques des jets soumis a` des perturbations exte´rieures, repre´sente´es par un terme
source de masse, de quantite´ de mouvement ou d’e´nergie. Cette analyse est formule´e
comme un proble`me d’entre´es-sorties avec pour but d’obtenir des informations perti-
nentes pour le controˆle des instabilite´s. Pour une telle formulation, la sensibilite´ peut eˆtre
vue comme le gradient des sorties par rapport aux entre´es. Les techniques d’optimisation
base´es sur les me´thodes de gradient permettent de conduire ce type d’analyse. L’outil
principal de´veloppe´ dans ce chapitre s’appuie sur les e´quations adjointes qui permettent
de calculer efficacement le gradient d’une fonctionnelle par rapport a` diffe´rentes gran-
deurs, comme il sera vu dans le suite. Les me´thodes adjointes offrent une grande diversite´
d’applications possibles pour les proble`mes d’optimisation et de controˆle d’e´coulement
en me´canique des fluides. En couche limite, elles sont tre`s largement utilise´es pour des
e´tudes de sensibilite´ (Pralits et al. (2000)), de re´ceptivite´ (Airiau (2000)), de controˆle
optimal (Walther et al. (2001), Airiau et al. (2003)) ou encore de perturbation optimale
(Vermeersch (2009), Lucas (2014)). Re´cemment, elles ont e´te´ applique´es par Ansaldi et
Airiau (2015) pour l’e´tude de la sensibilite´ des jets subsoniques.
Classiquement, un proble`me d’optimisation est compose´ de quatre parame`tres : les
variables d’e´tat q′, les variables de controˆle g, la fonction couˆt J (q′,g) et les e´quations
de contrainte F (q′,g) = 0. La de´marche consiste alors a` trouver les variables d’e´tat q′
et de controˆle g qui minimisent la fonction couˆt J (q′,g) tout en ve´rifiant les e´quations
de contrainte F (q′,g) = 0. A` partir de ces e´quations, on peut de´finir le Lagrangien
L (q′,g,q?) de sorte que le proble`me d’optimisation sous contrainte pour J (q′,g) de-
vienne un proble`me sans contrainte sous re´serve d’introduire de nouvelles variables q?
dites adjointes ou multiplicateurs de Lagrange :
L (q′,g,q?) = J (q,g)− 〈F (q′,g) ,q?〉 (5.1)
ou` 〈·, ·〉 de´signe un produit scalaire. Le proble`me est alors de de´terminer les variables
d’e´tat q′, de controˆle g et adjointes q? qui assurent la stationnarite´ du Lagrangien
L (q′,g,q?). Une condition ne´cessaire consiste alors a` annuler les variations du Lagrangien
par rapport a` chacune des variables inde´pendantes en utilisant la diffe´rentiabilite´ au sens
de Fre´chet, avec par exemple dans la direction δq′ :
∂L
∂q′
δq′ = lim
ζ→0
L (q′ + ζ δq′)− L (q′)
ζ
(5.2)
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ou` ζ est un petit parame`tre. Les variations du Lagrangien s’expriment alors comme :
dL = ∂L
∂q′
δq′ +
∂L
∂g
δg +
∂L
∂q?
δq? (5.3)
Ainsi, dans la direction des variables d’e´tat δq′, l’e´quation (5.1) donne :
∂L
∂q′
δq′ =
〈
∂J
∂q′
, δq′
〉
−
〈
q?,
∂F
∂q′
δq′
〉
=
〈
∂J
∂q′
, δq′
〉
−
〈(
∂F
∂q′
)?
q?, δq′
〉
= 0 (5.4)
avec (·)? l’ope´rateur adjoint. Finalement, en appliquant une de´marche e´quivalente dans
la direction des variables de controˆle δg et des variables adjointes δq?, les conditions
suivantes doivent eˆtre ve´rifie´es :
∂L
∂q?
= 0⇒ F (q′,g) = 0 : e´quations de contrainte (5.5a)
∂L
∂g
= 0⇒
(
∂F
∂g
)?
q? −
(
∂J
∂g
)
= 0 : conditions d’optimalite´ (5.5b)
∂L
∂q′
= 0⇒
(
∂F
∂q′
)?
q? −
(
∂J
∂q′
)
= 0 : e´quations adjointes (5.5c)
Un syste`me d’optimalite´ est ainsi obtenu dont la re´solution permet d’obtenir les va-
riables d’e´tat et de controˆle optimales. Il est alors possible de calculer le gradient de la
fonctionnelle couˆt par rapport aux variables de controˆle pre´de´finies.
5.1.2 Contexte de l’e´tude de sensibilite´ a` l’aide des PSE adjointes
L’objectif de ces travaux est de localiser les zones de l’e´coulement qui, soumises a`
une perturbation exte´rieure, sont les plus susceptibles de modifier le de´veloppement des
ondes d’instabilite´. Une premie`re approche consiste a` re´aliser deux calculs directs, avec
et sans perturbation exte´rieure. L’effet de la perturbation sur l’e´coulement peut alors
eˆtre quantifie´ en calculant la diffe´rence entre les deux solutions obtenues. Pour mener
a` terme le calcul du gradient complet, le temps total est alors e´gal au produit entre le
nombre de parame`tres de controˆle et le temps de calcul ne´cessaire pour re´soudre chaque
configuration. L’approche adjointe prend alors tout son sens, par son couˆt nume´rique
relativement faible, puisqu’elle permet de de´terminer la sensibilite´ des instabilite´s a` une
perturbation en re´solvant une seule fois les e´quations directes et adjointes.
Comme pre´cise´ par Gunzburger (1998, 2000), un choix doit eˆtre fait avant de de´velop-
per l’approche adjointe. La premie`re possibilite´, dite de l’adjoint discret, consiste a`
discre´tiser dans un premier temps les e´quations du proble`me continu puis a` de´terminer
l’adjoint du proble`me discret. Une solution exacte du proble`me discret est alors obtenue.
La seconde, dite de l’adjoint continu, consiste a` de´terminer les e´quations adjointes du
proble`me continu, puis a` les discre´tiser. Cette fois, la solution obtenue n’est pas une
solution exacte des proble`mes continu et discret. Il est donc fondamental de souligner
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que les deux approches ne sont pas e´quivalentes puisque les ope´rations de discre´tisation
et de de´rivation de l’adjoint ne sont pas commutatives. En revanche, les deux approches
conduisent naturellement a` une approximation de l’adjoint du proble`me continu.
La de´marche adopte´e ici consiste a` de´velopper l’adjoint continu des PSE line´aires.
Une telle approche a e´te´ applique´e par Pralits et al. (2000) et par Ansaldi et Airiau
(2015) dans les cas respectifs des couches limites et des jets subsoniques. Toutefois,
l’approche pre´sente´e dans ce chapitre diffe`re de celle employe´e par Ansaldi et Airiau
(2015), qui est plus ge´ne´rale. Le proble`me d’optimisation est alors conditionne´ par le
choix de la fonction couˆt J . De manie`re similaire aux travaux de Ansaldi et Airiau
(2015), la fonction couˆt J choisie correspond a` l’e´nergie associe´e aux perturbations de
vitesse, de masse volumique et de pression, de´finie a` la limite aval xf du domaine :
J (xf ) = 1
2
∫ ∞
0
q′† q′dr (5.6)
Bien d’autres formulations de la fonction couˆt J peuvent eˆtre envisage´es, notamment
celle de´veloppe´e dans le domaine fre´quentiel par Schulze et al. (2011) pour la re´duction
du bruit de jet.
5.1.3 E´quations d’Euler line´arise´es compressibles adjointes
De fac¸on similaire aux travaux de Airiau (2000), la de´marche adopte´e ici consiste a`
de´terminer l’adjoint des e´quations d’Euler line´arise´es compressibles puis a` appliquer le
formalisme PSE avant de discre´tiser le syste`me d’e´quations obtenu. Pour cela, on choisit
un produit scalaire qui de´finit une norme sur R :
∀ζ (x, r, θ, t) , ∀ψ (x, r, θ, t) , 〈ζ, ψ〉 =
xf∫
x0
r2∫
r1
θ2∫
θ1
t2∫
t1
ζ† ψ r dx dr dθ dt (5.7)
De par son caracte`re local, la fonction couˆt J n’interviendra qu’au niveau des conditions
aux limites en x = xf et peut donc eˆtre ne´glige´e dans un premier temps.
A` partir des e´quations d’Euler line´arise´es :
∂ρ′
∂t
+ ux
∂ρ′
∂x
+ ur
∂ρ′
∂r
+ ρ
∂u′x
∂x
+ ρ
∂u′r
∂r
+
ρ
r
u′r +
ρ
r
∂u′θ
∂θ
(5.8a)
+ρ′
∂ux
∂x
+
ρ′
r
ur + ρ
′∂ur
∂r
+ u′x
∂ρ
∂x
+ u′r
∂ρ
∂r
= 0
ρ
∂u′x
∂t
+ ρ ux
∂u′x
∂x
+ ρ ur
∂u′x
∂r
+ ρ u′r
∂ux
∂r
+ ρ u′x
∂ux
∂x
+
∂p′
∂x
= 0 (5.8b)
ρ
∂u′r
∂t
+ ρ ux
∂u′r
∂x
+ ρ ur
∂u′r
∂r
+ ρ u′r
∂ur
∂r
+ ρ u′x
∂ur
∂x
+
∂p′
∂r
= 0 (5.8c)
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ρ
∂u′θ
∂t
+ ρ ux
∂u′θ
∂x
+ ρ ur
∂u′θ
∂r
+ ρ
u′θur
r
+
1
r
∂p′
∂θ
= 0 (5.8d)
ρM2j
∂p′
∂t
+ ρM2j ux
∂p′
∂x
+ ρM2j ur
∂p′
∂r
− ∂ρ
′
∂t
− ux∂ρ
′
∂x
− ur ∂ρ
′
∂r
(5.8e)
−u′x
∂ρ
∂x
− u′r
∂ρ
∂r
= 0
le Lagrangien est de´fini comme :
L = −
xf r2θ2t2∫∫∫∫
x0r1θ1t1
[
(5.8a) p?
†
+ (5.8b) u?
†
x + (5.8c) u
?†
r + (5.8d) u
?†
θ + (5.8e) ρ
?†
]
r dx dr dθ dt
(5.9)
La de´rivation du Lagrangien par rapport aux variables adjointes conduit aux e´quations
directes. En revanche, la de´rivation par rapport aux variables directes permet d’obtenir
le syste`me adjoint :
ρM2j
∂ρ?
†
∂t
+
∂u?
†
x
∂x
+ ρ uxM
2
j
∂ρ?
†
∂x
+
∂u?
†
r
∂r
+ ρ urM
2
j
∂ρ?
†
∂r
+
u?
†
r
r
+
1
r
∂u?
†
θ
∂θ
=0 (5.10a)
ρ
∂u?
†
x
∂t
+ ρ ux
∂u?
†
x
∂x
+ ρ
∂p?
†
∂x
+ ρ ur
∂u?
†
x
∂r
+ ρ?
† ∂ρ
∂x
− ρ u?†r
∂ur
∂x
− ρ u?†x
∂ux
∂x
=0 (5.10b)
ρ
∂u?
†
r
∂t
+ ρ ux
∂u?
†
r
∂x
+ ρ
∂p?
†
∂r
+ ρ ur
∂u?
†
r
∂r
+ ρ?
† ∂ρ
∂r
− ρ u?†r
∂ur
∂r
− ρ u?†x
∂ux
∂r
=0 (5.10c)
ρ
∂u?
†
θ
∂t
+ ρ ux
∂u?
†
θ
∂x
+ ρ ur
∂u?
†
θ
∂r
+
ρ
r
∂p?
†
∂θ
− 1
r
ρ ur u
?†
θ =0 (5.10d)
−∂ρ
?†
∂t
+
∂p?
†
∂t
− ux∂ρ
?†
∂x
+ ux
∂p?
†
∂x
− ur ∂ρ
?†
∂r
+ ur
∂p?
†
∂r
=0 (5.10e)
L’annulation des termes de bord conduit a` la de´termination des conditions aux limites
ou` seules celles sur x et r sont exploite´es :
– pour x = x0 et x = xf :(
u?
†
x + ρ uxM
2
j ρ
?†
)
p′ +
(
ρ u′x + ux ρ
′) p?† (5.11)
+
(
u′xu
?†
x + u
′
ru
?†
r + u
′
θu
?†
θ
)
ρ ux − ux ρ′ ρ?† = 0
– pour r = r1 et r = r2 :(
u?
†
r + ρ urM
2
j ρ
?†
)
p′ +
(
ρ u′r + ur ρ
′) p?† (5.12)
+
(
u′xu
?†
x + u
′
ru
?†
r + u
′
θu
?†
θ
)
ρ ur + ur ρ
′ ρ?
†
= 0
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5.1.4 De´veloppement et re´solution des PSE line´aires adjointes
De manie`re similaire a` l’approche PSE classique, il est possible de supposer que les
variables adjointes q? = [u?x, u
?
r , u
?
θ, ρ
?, p?]T peuvent eˆtre de´compose´es en une fonction
d’amplitude qˆ? lentement variable en x et un terme ondulatoire rapide :
q? (x, r, θ, t) = q̂? (x, r) exp
[
i
(∫ x
xf
α?(ξ) dξ +mθ − nωt
)]
(5.13)
avec α? le nombre d’onde local. La forme modale des perturbations (5.13) est ensuite
introduite dans les e´quations d’Euler line´arise´es adjointes (5.10). Un syste`me d’e´quations
line´aires homoge`ne est obtenu, portant sur le terme d’amplitude qˆ? lentement variable.
Ce syste`me d’e´quations peut eˆtre mis sous forme matricielle :
(A? + B?) · q̂? + C? · ∂q̂
?
∂x
+ D? · ∂q̂
?
∂r
= 0 (5.14)
avec
A? = α?(x)A?0 +mA
?
1 + nωA
?
2 (5.15)
L’ensemble des matrices A?0, A
?
1, A
?
2, B
?, C? et D? sont alors uniquement fonction du
champ de base et de ses de´rive´es axiales et radiales, et restent inchange´es d’un mode a`
un autre. L’expression analytique de ces matrices est explicite´e ci-dessous :
A?0 = −i

1 0 0 ρ uxM
2
j 0
ρ ux 0 0 0 ρ
0 ρ ux 0 0 0
0 0 ρ ux 0 0
0 0 0 −uxM2j uxM2j

, A?1 = −
i
r

0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 ρ
0 0 0 0 0

A?2 = i

0 0 0 ρM2j 0
ρ 0 0 0 0
0 ρ 0 0 0
0 0 ρ 0 0
0 0 0 −M2j M2j

, B? =

0 −1
r
0 0 0
ρ
∂ux
∂x
ρ
∂ur
∂x
0 −∂ρ
∂x
0
ρ
∂ux
∂r
ρ
∂ur
∂r
0 −∂ρ
∂r
0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

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C? =

−1 0 0 −ρ uxM2j 0
−ρ ux 0 0 0 −ρ
0 −ρ ux 0 0 0
0 0 −ρ ux 0 0
0 0 0 uxM
2
j −uxM2j

,
D? =

0 −1 0 −ρ urM2j 0
−ρ ur 0 0 0 0
0 −ρ ur 0 0 −ρ
0 0 −ρ ur 0 0
0 0 0 urM
2
j −urM2j

Le syste`me (5.14) sera appele´ syste`me PSE adjoint. Au meˆme titre que le syste`me
PSE line´aire direct, ce dernier peut eˆtre rendu parabolique mais cette fois dans la direc-
tion amont de l’e´coulement.
Bien qu’inexploite´e dans les pre´sents travaux, une autre possibilite´ consiste a` de´terminer
directement l’adjoint du syste`me matriciel PSE line´aire. L’ope´rateur adjoint est alors ob-
tenu en re´alisant une inte´gration par partie du produit scalaire :〈
q?, (A + B) · q̂ + C · ∂q̂
∂x
+ D · ∂q̂
∂r
〉
(5.16)
ce qui conduit a`
xf∫
x0
r2∫
r1
q?†
[
(A + B) · q̂ + C · ∂q̂
∂x
+ D · ∂q̂
∂r
]
dr dx = (5.17)
xf∫
x0
r2∫
r1
[
(A + B)? · q̂? + C? · ∂q̂
?
∂x
+ D? · ∂q̂
?
∂r
]H
q dr dx
+
xf∫
x0
[
q?H ·D · q̂
]r2
r1
dx+
r2∫
r1
[
q?H ·C · q̂
]xf
x0
dr
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avec H le transconjugue´ et
(A + B)? = (A + B)H −
(
∂C
∂x
)H
−
(
∂D
∂r
)H
(5.18)
C? = −CH (5.19)
D? = −DH
La premie`re inte´grale permet d’obtenir les e´quations adjointes :
(A + B)? · q̂? + C? · ∂q̂
?
∂x
+ D? · ∂q̂
?
∂r
= 0 (5.20)
Les deux dernie`res inte´grales, quant a` elles, correspondent aux conditions aux limites
du proble`me adjoint en x et en r. A` noter que les matrices (A + B)?, C? et D? sont
diffe´rentes de celles de l’e´quation (5.14). Cette me´thode est notamment celle utilise´e par
Ansaldi et Airiau (2015), en plus d’avoir inclus la condition de normalisation dans le
Lagrangien.
Ici, de manie`re similaire a` l’approche PSE, une condition de normalisation est intro-
duite afin de garantir l’e´volution axiale lente des variables adjointes :
N? =
∫ ∞
0
(
uˆ?
†
x
∂uˆ?x
∂x
+ uˆ?
†
r
∂uˆ?r
∂x
+ uˆ?
†
θ
∂uˆ?θ
∂x
)
dr = 0 (5.21)
Concernant les conditions aux limites, l’expression (5.12) se simplifie a` la fois sur
l’axe et en champ lointain en imposant ur = 0 :
u?
†
r p
′ + ρ u′r p
?† = 0 (5.22)
A` partir des conditions aux limites des e´quations directes, il est ainsi possible de de´finir
les conditions aux limites a` appliquer aux e´quations adjointes. Sur l’axe, trois conditions
sont retrouve´es en fonction du nombre d’onde azimutal :
u′r = 0⇒
∂û?x
∂r
= û?r = û
?
θ =
∂ρ̂?
∂r
=
∂p̂?
∂r
= 0 : pour m = 0
p′ = 0⇒ û?x =
∂û?r
∂r
=
∂û?θ
∂r
= ρ̂? = p̂? = 0 : pour |m| = 1
u′r = p′ = 0⇒ û?x = û?r = û?θ = ρ̂? = p̂? = 0 : pour |m| ≥ 2
(5.23)
En champ lointain, le comportement asymptotique de p′ laisse supposer un comporte-
ment similaire pour p?. En effet, le syste`me PSE adjoint (5.14) peut eˆtre simplifie´ en
conside´rant le milieu ambiant au repos, soit ux = ur = uθ = 0 :
−i n ω ρM2j ρ̂? −
∂û?x
∂x
+ i α? û?x −
∂û?r
∂r
− 1
r
û?r +
im
r
û?θ = 0 (5.24a)
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−i n ω ρ û?x − ρ
∂p̂?
∂x
+ i ρ α? p̂? = 0 (5.24b)
−i n ω ρ û?r − ρ
∂p̂?
∂r
= 0 (5.24c)
−i n ω ρ û?θ +
im
r
ρ p̂? = 0 (5.24d)
i n ωM2j ρ̂
? − i n ωM2j p̂? = 0 (5.24e)
De fac¸on similaire au calcul direct, les e´quations pre´ce´dentes peuvent eˆtre simplifie´es en
conside´rant comme ne´gligeables les variations axiales des termes d’amplitudes en champ
lointain, soit ∂p̂?/∂x et ∂û?x/∂x. Une e´quation de Bessel pour p̂
? est alors obtenue :
∂2p̂?
∂r2
+
1
r
∂p̂?
∂r
+
(
ρn2 ω2M2j +
m2
r2
− α?2
)
p̂? = 0 (5.25)
La solution de cette e´quation est une combinaison line´aire des fonctions de Hankel H
(1)
−m
et H
(2)
−m ou` seule la solution asymptotiquement de´croissante radialement est physique-
ment acceptable. Ainsi, loin du jet, p̂? prend la forme d’une fonction de Hankel du
premier type d’ordre −m :
p̂? (r) = H
(1)
−m (iλr) = H
(1)
m (iλr) exp (impi) (5.26)
Finalement, en s’appuyant sur le comportement asymptotique deH
(1)
m en champ lointain,
la relation suivante est applique´e sur la frontie`re :
∂p̂?
∂r
+
(
λ− 1
2r
)
p̂? = 0 (5.27)
avec λ2 = α?
2 − ρn2 ω2M2j tel que Re (λ) > 0. Au signe pre`s, la condition aux limites
en champ lointain du syste`me direct est retrouve´e.
Le syste`me discret des e´quations (5.14) est obtenu en combinant le sche´ma compact
de Gamet et al. (1999) dans la direction radiale avec un sche´ma d’Euler implicite dans
la direction axiale :(
(Aj + Bj)
? +
Cj
?
∆x
+ D?j ·Λj
)
· q̂?j =
Cj
?
∆x
· q̂?j−1 (5.28)
ou` la matrice de de´rivation radiale finale Λj est identique a` celle de´veloppe´e dans l’ap-
proche PSE line´aire.
Les conditions initiales, pour la proce´dure de marche en x dans la direction amont
de l’e´coulement, sont quant a` elles de´termine´es a` partir de la de´rivation de la fonction
couˆt par rapport aux variables directes et a` la condition aux limites en x = xf .
Finalement, les variables adjointes sont calcule´es en re´solvant de manie`re ite´rative le
syste`me (5.28) ou` la variable adjointe α? est actualise´e a` chaque ite´ration en utilisant
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une me´thode de Newton-Raphson base´e sur la condition de normalisation (5.21).
5.2 Applications simples du mode`le PSE adjoint
5.2.1 Principe de la validation
Dans cette section, la de´marche consiste a` ve´rifier le comportement des e´quations
adjointes seules, sans couplage avec le syste`me direct. Pour cela, la fonction couˆt est laise´e
de coˆte´, au meˆme titre que les variables de controˆle. Ainsi, l’initialisation du calcul PSE
adjoint est re´alise´e par un calcul de stabilite´ locale adjointe en x = xf .
5.2.2 Caracte´ristiques du jet incompressible
Pour simplifier l’e´tude propose´e dans ce chapitre, le mode`le PSE adjoint est applique´
a` un cas de jet incompressible e´tudie´ par Yen et Messersmith (1998), Piot et al. (2006) et
Le´on (2012), repre´sentatif des expe´riences de Crow et Champagne (1971). L’e´coulement
de base est de´fini analytiquement par :
ux =
1
2
(
1 + tanh
[
1
4Θ (x)
(
1
2r
− 2r
)])
(5.29)
ρ = 1 (5.30)
avec Θ (x) = 0.03x+0.02 l’e´paisseur de quantite´ de mouvement de la couche de me´lange
adimensionne´e par le diame`tre de la tuye`re d. De manie`re analogue aux de´veloppements
du chapitre 3.2, le champ de vitesse radiale ur est obtenu par re´solution de l’e´quation
de continuite´. Le profil initial en x/d = 0 et les contours de vitesse axiale moyenne sont
repre´sente´s sur la Fig. 5.1.
(a) (b)
Figure 5.1 : Profil initial (a) et contours (b) de la vitesse axiale moyenne.
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Pour ne pas introduire de singularite´ dans le syste`me d’e´quations, l’ensemble des
re´sultats pre´sente´s par la suite sont obtenus pour un nombre de Mach Mj = 0.01,
conforme´ment a` Piot et al. (2006) et Le´on (2012).
5.2.3 Stabilite´ locale adjointe
En premier lieu, une proprie´te´ importante a` ve´rifier est que le spectre de l’ope´rateur
local adjoint est le conjugue´ du spectre direct. Pour cela, on ne´glige les effets non pa-
ralle`les a` la station initiale, ce qui permet d’e´tablir les e´quations de stabilite´ locale
adjointe. Sous forme matricielle, le syste`me d’e´quations obtenu est le suivant :
(A? + B?) · q̂? + D? · ∂q̂
?
∂r
= 0 (5.31)
avec
A? = α?(x)A?0 +mA
?
1 + nωA
?
2 (5.32)
L’ensemble des matrices A?0, A
?
1, A
?
2, B
? et D? sont alors uniquement fonction du champ
de base et de ses de´rive´es radiales. L’expression analytique de ces matrices est explicite´e
ci-dessous :
A?0 = −i

1 0 0 ρ uxM
2
j 0
ρ ux 0 0 0 ρ
0 ρ ux 0 0 0
0 0 ρ ux 0 0
0 0 0 −uxM2j uxM2j

, A?1 = −
i
r

0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 ρ
0 0 0 0 0

A?2 = i

0 0 0 ρM2j 0
ρ 0 0 0 0
0 ρ 0 0 0
0 0 ρ 0 0
0 0 0 −M2j M2j

, B? =

0 −1
r
0 0 0
0 0 0 0 0
ρ
∂ux
∂r
0 0 −∂ρ
∂r
0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

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D? =

0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 −ρ
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Un calcul de stabilite´ locale adjointe est ainsi effectue´ pour le mode axisyme´trique
m = 0 a` un nombre de Strouhal St = 0.5. Les spectres de valeurs propres obtenus par
stabilite´ locale directe et adjointe sont repre´sente´s sur la Fig. 5.2. Comme attendu, les
spectres directs et adjoints se superposent. Il est important de souligner que le mode
d’inte´reˆt pour le calcul par PSE adjointes est le conjugue´ du α direct (Im (α?) > 0).
Figure 5.2 : Spectre de stabilite´ locale obtenu pour m = 0 et St = 0.5 a` l’abscisse
initiale x/d = 0.0 ; (4) valeurs propres directes ; (O) valeurs propres adjointes.
A` cette valeur propre est associe´ un vecteur propre qˆ? = [uˆ?x, uˆ
?
r , uˆ
?
θ, ρˆ
?, pˆ?]T dont
les composantes sont pre´sente´es sur la Fig. 5.3 apre`s normalisation par le maximum
d’amplitude de la variable adjointe uˆ?x. Comme pour la stabilite´ locale directe, les per-
turbations sont localise´es principalement autour de la couche de me´lange en r/d = 0.5
et s’e´tendent rarement a` plus de r/d = 1.5. Les variations des variables adjointes sont
cependant plus brutales que celles des variables directes. Un maillage fin est donc re-
quis, similaire a` celui utilise´ pour l’approche PSE non line´aire. A` noter e´galement que
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la composante uˆ?θ est nulle pour les modes axisyme´triques et que les variables ρˆ
? et pˆ?
sont e´gales, conforme´ment a` l’e´quation (5.10e).
(a) (b)
(c) (d)
Figure 5.3 : Fonctions propres issues de l’analyse de stabilite´ locale adjointe pour
m = 0 et St = 0.5 a` la station initiale x/d = 0.0 ;
(—–) Partie re´elle ; (- - -) Partie imaginaire.
5.2.4 Analyse par PSE adjointes d’un e´coulement paralle`le incompres-
sible
Avant d’appliquer notre approche par PSE adjointes sur le cas du jet incompressible,
on propose de restreindre l’e´tude au cas d’un jet paralle`le invariant en x. Le profil de
vitesse axiale moyenne est donc identique pour toutes les stations axiales et la vitesse
radiale moyenne ur est ne´glige´e. Le but est de ve´rifier que la valeur propre α
? et que
les fonctions propres qˆ? sont conserve´es a` chaque station en x. L’initialisation en x0 du
calcul PSE line´aire direct est re´alise´e par stabilite´ locale, la solution est ensuite propage´e
dans la direction axiale par une me´thode de marche en x jusqu’a` xf = 10.0. En xf , un
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calcul de stabilite´ locale adjointe est effectue´ avant d’eˆtre utilise´ comme condition initiale
pour le calcul PSE adjoint de xf a` x0.
Les e´volutions axiales de α et α? sont reporte´es sur la Fig. 5.4. Comme pre´vu, la
condition α = α?
†
est bien ve´rifie´e pour tout x. De meˆme, les fonctions d’amplitude
obtenues par l’approche PSE adjointe se superposent parfaitement aux re´sultats fournis
par la stabilite´ locale de la Fig. 5.3.
(a) (b)
Figure 5.4 : Parties re´elle (a) et imaginaire (b) du nombre d’onde axial ;
(4) PSE directes ; (5) PSE adjointes.
5.2.5 Analyse par PSE adjointes d’un jet incompressible
Une de´marche similaire a` l’analyse pre´ce´dente est re´alise´e pour le cas d’un jet in-
compressible. Une fois de plus, la fonction couˆt J n’est pas conside´re´e et le calcul est
initialise´ par la solution de la stabilite´ locale adjointe. Il est donc primordial de limiter le
domaine de calcul en x de sorte que le mode m = 0 a` la fre´quence St = 0.50 soit instable
sur tout le domaine. L’intervalle axial choisi est x/d ∈ [0.0; 2.0]. Un calcul de spectre est
re´alise´ en x/d = 2.0 et repre´sente´ sur la Fig. 5.5, ou` la valeur propre α? = 4.8 + 0.5 i
correspond au mode instable de Kelvin-Helmholtz α = 4.8 − 0.5 i. Les composantes
du vecteur propre associe´ a` cette valeur propre sont pre´sente´es sur la Fig. 5.6, apre`s
normalisation par le maximum d’amplitude de la variable adjointe uˆ?x.
A` partir de cette solution initiale, un calcul par PSE adjointes est re´alise´ de x/d = 2.0
a` x/d = 0.0. Malheureusement, le calcul ne converge plus une fois l’abscisse x/d =
0.2 atteinte. Une comparaison de l’e´volution des nombres d’ondes axiaux α et α? est
pre´sente´e sur la Fig.5.7. Il est inte´ressant de souligner que les deux valeurs propres ne
sont pas conjugue´es l’une de l’autre, contrairement au cas de la stabilite´ locale, meˆme
si leurs valeurs sont relativement proches. De meˆme, le phe´nome`ne transitoire que l’on
observe pour le calcul direct sur la partie imaginaire de α est e´galement pre´sent pour
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Figure 5.5 : Spectre de stabilite´ obtenu pour m = 0 et St = 0.5 a` l’abscisse x/d = 2.0 ;
(5) valeurs propres adjointes.
(a) (b)
(c) (d)
Figure 5.6 : Fonctions propres issues de l’analyse de stabilite´ locale adjointe pour
m = 0 et St = 0.5 a` la station x/d = 2.0 ;
(—–) Partie re´elle ; (- - -) Partie imaginaire.
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le calcul adjoint mais sur la partie re´elle de α?. Les contours de la partie re´elle des
(a) (b)
Figure 5.7 : Parties re´elle (a) et imaginaire (b) du nombre d’onde axial ;
(4) PSE directes ; (5) PSE adjointes.
variables adjointes issues de l’analyse par PSE adjointes sont quant a` eux repre´sente´s
sur la Fig. 5.8. Les conditions aux limites sur l’axe et en champ lointain ne ge´ne`rent
pas d’oscillations des composantes. De plus, il faut souligner que les variables adjointes
peuvent s’apparenter a` la sensibilite´ de l’e´coulement. Comme attendu, les zones les plus
sensibles de l’e´coulement semble donc eˆtre principalement localise´es au niveau de la
couche de me´lange, a` proximite´ de la le`vre de la tuye`re. Des re´sultats similaires ont e´te´
obtenus par Ansaldi et Airiau (2015). La divergence du calcul pourrait donc provenir de
la variation brutale de α? a` proximite´ de la le`vre de la tuye`re avec l’augmentation de la
sensibilite´ de l’e´coulement en ce point.
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(a) (b)
(c) (d)
Figure 5.8 : Contours de la partie re´elle des variables adjointes (a) u?x, (b) u
?
r ,
(c) ρ? et (d) p? issues de l’analyse par PSE adjointes pour m = 0 et St = 0.5.
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Dans le but de de´velopper une technique d’optimisation efficace, une mode´lisation
des PSE adjointes a e´te´ e´tablie dans ce chapitre. Pour cela, une pre´sentation de la
proble´matique ge´ne´rale de l’optimisation sous contrainte a d’abord e´te´ re´alise´e avec
pour objectif d’introduire le formalisme du Lagrangien et des variables adjointes. Une
revue synthe´tique des applications possibles de l’approche adjointe en me´canique des
fluides a e´galement e´te´ mentionne´e, ou` un accent particulier a e´te´ porte´ sur l’e´tude
de la sensibilite´. Les deux approches dites de l’adjoint continu et de l’adjoint direct
ont e´te´ souligne´es. Les PSE line´aires adjointes ont alors e´te´ de´veloppe´es a` partir des
e´quations d’Euler line´arise´es compressibles adjointes, auxquelles le formalisme PSE
a e´te´ applique´ avant la discre´tisation. Une pre´sentation de´taille´e de l’ensemble des
e´tapes du processus ite´ratif et des me´thodes nume´riques retenues pour la re´solution
du syste`me a e´te´ effectue´e.
En premier lieu, on a ve´rifie´ que le spectre de l’ope´rateur adjoint est bien le conjugue´
du spectre direct. L’e´tude s’est ensuite restreinte au cas d’un jet paralle`le afin de
ve´rifier que la solution obtenue par l’approche adjointe e´tait e´quivalente a` celle fournie
par la stabilite´ locale. Une application de l’approche par PSE line´aires adjointes a
ensuite e´te´ propose´e sur le cas d’un jet incompressible. La forte variation des fonctions
propres et l’e´volution axiale brutale de α? sugge`rent l’importance capitale du maillage.
Bien que la me´thodologie mise en place semble prometteuse, le de´veloppement de ce
mode`le PSE adjoint n’est qu’une premie`re e´tape ouvrant la voie vers de nombreuses
e´tudes possibles comme la sensibilite´, la re´ceptivite´, la perturbation optimale ou le
controˆle optimal des e´coulements de type jet.
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Conclusions de l’e´tude
Les travaux conduits au cours de cette the`se s’inscrivent dans le contexte de re´duction
du bruit de jet, qui est la premie`re source des nuisances sonores des avions au de´collage.
L’e´tude s’est concentre´e sur l’identification et l’analyse des me´canismes de ge´ne´ration de
bruit et plus particulie`rement sur le roˆle des structures turbulentes cohe´rentes a` grande
e´chelle. En assimilant ces structures a` des ondes d’instabilite´ convectives, il est possible
d’isoler leur contribution, notamment a` l’aide des E´quations de Stabilite´ Parabolise´es
(PSE). Bien que l’approche PSE line´aire fournisse des re´sultats satisfaisants, des ques-
tions restaient a` e´lucider : la complexite´ de la turbulence rend-elle ne´cessaire l’emploi
d’un mode`le non line´aire pour de´crire de manie`re satisfaisante l’e´volution de telles struc-
tures ? Les interactions non line´aires entre les ondes d’instabilite´ ont-elles un impact
sur la dynamique et le rayonnement acoustique des jets naturels ? Pour les jets force´s,
l’excitation d’un ou plusieurs modes propres instables permet-elle d’alte´rer le champ
hydrodynamique proche d’un jet ainsi que son rayonnement acoustique ? Une technique
d’optimisation peut-elle eˆtre envisage´e pour de´finir un controˆle optimal a` appliquer en
vue de minimiser le bruit rayonne´ ? Ces questions ont chacune motive´ le de´veloppement
d’un chapitre de cette e´tude.
Ainsi, dans un premier temps, la mode´lisation des instabilite´s hydrodynamiques des
jets au moyen des PSE a e´te´ e´tendue pour prendre en compte les interactions possibles
entre modes. Pour cela, le champ instantane´ a e´te´ de´fini comme la superposition d’un
champ de base stationnaire et d’une somme de fluctuations harmoniques. De par les
nombres de Reynolds conside´re´s et l’origine non visqueuse de l’instabilite´ de Kelvin-
Helmholtz, le mode`le PSE non line´aire a e´te´ de´veloppe´ a` partir des e´quations d’Euler
perturbe´es, contrairement au mode`le PSE originel ou` les termes visqueux sont conserve´s.
Suite au de´veloppement de cette mode´lisation, les approches PSE line´aires et non
line´aires ont e´te´ applique´es a` un jet naturel dans le but de de´terminer si les interactions
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entre les ondes d’instabilite´ ont un impact sur sa dynamique et son rayonnement acous-
tique. La configuration e´tudie´e est celle d’un jet chaud subsonique, dit  φ 80 , pour le-
quel de nombreuses e´tudes expe´rimentales et nume´riques ont e´te´ effectue´es a` l’ONERA.
Dans un premier temps, une analyse PSE line´aire a e´te´ re´alise´e a` partir d’un champ
moyen obtenu par Lorteau et al. (2015). La zone d’amplification des ondes d’instabilite´
a e´te´ correctement reproduite. En revanche, en fin de coˆne potentiel, un amortissement
brutal des perturbations a e´te´ observe´, contrairement aux mesures et a` la simulation
LES qui montrent des niveaux de pression constants ou en le´ge`re de´croissance. Un al-
gorithme de propagation acoustique a e´te´ utilise´ pour faire rayonner en champ lointain
la solution PSE obtenue en champ proche. Les re´sultats sont corrects a` basse fre´quence
mais deviennent discutables pour des fre´quences St > 0.60. Ensuite, l’e´tude par PSE
non line´aires a e´te´ re´alise´e. L’effet de l’amplitude initiale des modes a d’abord e´te´ e´tudie´
pour ve´rifier si les interactions modales e´taient capables d’alte´rer l’e´volution d’un ou
plusieurs modes. Ainsi, l’impact des effets non line´aires s’est re´ve´le´ eˆtre principalement
localise´ en aval du coˆne potentiel. En utilisant l’amplitude re´elle des modes, l’analyse
PSE non line´aire a re´ve´le´ que les non line´arite´s ont un effet mineur sur la dynamique des
ondes d’instabilite´, ce qui explique en partie la pertinence des re´sultats obtenus par les
approches de stabilite´ line´aire. Les interactions non line´aires entre les ondes d’instabilite´
semblent donc ne´gligeables dans le cas d’un jet non excite´.
Toutefois, la possibilite´ d’alte´rer les champs hydrodynamique et acoustique d’un
jet reste envisageable en excitant un ou plusieurs modes propres. Pour re´pondre a` cet
objectif, une e´tude parame´trique a e´te´ re´alise´e avec les PSE non line´aires en vue d’alte´rer
le comportement d’un des modes dominants, de´signe´ comme le mode  cible . L’e´tude
a e´te´ restreinte dans un premier temps aux interactions d’harmoniques fre´quentielles
pour m = 0, et plus particulie`rement a` l’excitation d’un seul mode, appele´ le mode
 tueur. On a alors montre´ qu’il e´tait possible d’alte´rer l’e´volution du mode  cible en
excitant son sous-harmonique. L’excitation de deux modes a ensuite e´te´ analyse´e, ou` le
phe´nome`ne de diffe´rence modale a e´te´ mis en avant. En effet, en excitant simultane´ment
les modes (m1,n1) et (m2,n2), il est possible d’alte´rer le mode (m1 − m2,n1 − n2).
L’amplitude et la phase initiale du ou des modes  tueurs  se sont re´ve´le´es d’une
importance cruciale. Par une analyse de type  essais-erreurs  sur les amplitudes et les
phases initiales des modes  tueurs , le champ de pression proche du mode  cible  a
e´te´ minimise´ et, dans certains cas, son rayonnement acoustique a e´te´ re´duit de fac¸on
significative. En revanche, d’un point de vue acoustique, seule une augmentation du
rayonnement acoustique global a pu eˆtre observe´e. Ces travaux ont notamment fait
l’objet d’une publication dans la revue Physics of Fluids.
Enfin, dans un dernier temps, une technique d’optimisation base´e sur la the´orie
de l’ope´rateur adjoint a e´te´ de´veloppe´e pour a` terme de´terminer le controˆle optimal a`
appliquer en vue de minimiser le bruit rayonne´. Dans le cas pre´sent, les PSE adjointes
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ont e´te´ de´veloppe´es a` partir des e´quations d’Euler line´arise´es compressibles adjointes,
auxquelles le formalisme PSE a e´te´ applique´ avant la discre´tisation. Le mode`le par PSE
line´aires adjointes a ensuite e´te´ applique´ a` des cas d’e´tudes simples. Dans un premier
temps, on a ve´rifie´ que le spectre de l’ope´rateur adjoint est bien le conjugue´ du spectre
direct. L’e´tude s’est ensuite restreinte au cas d’un jet paralle`le afin de ve´rifier que la
solution obtenue par l’approche PSE adjointe e´tait e´quivalente a` celle fournie par la
stabilite´ locale. Une application a ensuite e´te´ propose´e sur le cas d’un jet incompressible.
En conclusion ge´ne´rale, nous avons identifie´ au moyen d’une approche PSE non
line´aire que les interactions entre les ondes d’instabilite´ ont peu d’influence sur les
champs hydrodynamique et acoustique des jets naturels. Nous avons e´galement montre´
que l’excitation d’un ou plusieurs modes propres d’un jet permet d’alte´rer l’e´volution
d’un mode donne´, voire dans certains cas, de re´duire son rayonnement acoustique. En
e´change d’une augmentation du bruit a` haute fre´quence, ces travaux soutiennent l’ide´e
qu’une re´duction du bruit de l’onde instable initialement dominante est possible par le
biais des interactions non line´aires.
Perspectives
Nous terminons cette e´tude en ouvrant sur quelques perspectives. Tout d’abord, au
cours de ces travaux, les perturbations stationnaires de l’e´coulement de base ont e´te´
ne´glige´es. Dans le cas des jets naturels, le champ moyen calcule´ par LES contient de´ja`
les perturbations stationnaires de l’e´coulement de base et les calculer une fois de plus
avec les PSE serait redondant. De plus, nous avons montre´ que l’impact des interactions
non line´aires e´tait ne´gligeable pour les jets non excite´s. En revanche, ce choix est plus
discutable pour l’analyse des jets excite´s car le forc¸age peut induire par non line´arite´
une composante stationnaire qui n’est pas prise en compte dans le champ de base. Pour
quantifier l’effet des perturbations stationnaires, une approche par LES peut eˆtre en-
visage´e. La de´marche consisterait a` re´aliser deux simulations nume´riques avec et sans
forc¸age. La diffe´rence entre les deux solutions permettrait de quantifier l’effet des non
line´arite´s sur l’e´volution des modes stationnaires. Par la meˆme occasion, en utilisant
une excitation similaire a` celles utilise´es dans le chapitre 3, un cas de re´fe´rence pourrait
eˆtre de´fini pour valider les approches par PSE non line´aires. Si la prise en compte des
perturbations stationnaires s’ave`re ne´cessaire, une premie`re e´tape consisterait a` extraire
le champ de base de la simulation LES. De plus, la mode´lisation PSE non line´aire devra
alors eˆtre adapte´e. Un point de´licat doit cependant eˆtre mis en avant, celui de l’initiali-
sation du mode (0, 0). En effet, a` partir de la condition de normalisation, on impose aux
fonctions d’amplitude d’avoir une faible de´pendance en x. Le calcul doit donc de´buter
avec des fonctions choisies de fac¸on a` ce qu’elles e´voluent lentement dans la direction
axiale. Ge´ne´ralement, une solution de la stabilite´ locale est suffisante. Cependant, pour
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le mode (0, 0), la solution de la stabilite´ locale est identiquement nulle. La faible va-
riation en x ne peut donc pas eˆtre respecte´e. Un traitement particulier du mode (0, 0)
devra donc eˆtre re´alise´.
De plus, le mode`le PSE adjoint qui a e´te´ de´veloppe´ n’est qu’une premie`re e´tape ou-
vrant la voie vers de nombreuses e´tudes possibles comme la sensibilite´, la re´ceptivite´, la
perturbation optimale ou le controˆle optimal des e´coulements de jet. Ces e´tudes permet-
tront certainement de de´finir des conditions initiales approprie´es pour les technologies
de controˆle des structures cohe´rentes et de re´duction du bruit de jet a` basse fre´quence.
La validation expe´rimentale des re´sultats the´oriques obtenus va ne´cessiter des action-
neurs capables d’exciter le ou les modes propres de´sire´s. Or l’interaction des actionneurs
fluidiques ou par plasma avec la couche de me´lange d’un jet reste encore mal connue. Il
est donc ne´cessaire de caracte´riser l’effet des actionneurs afin de de´finir une fonction de
transfert entre l’actionneur et le jet. On sera alors en mesure d’appliquer la perturbation
optimale voulue.
Ces travaux soulignent une fois de plus la comple´mentarite´ des e´tudes expe´rimentales,
nume´riques et de mode´lisation. Ces trois approches combine´es ont permis d’ame´liorer
notre compre´hension des me´canismes de ge´ne´ration du bruit de jet et il est primordial
de poursuivre ces efforts.
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Effet sur le bruit de jet de l’excitation de modes instables :
Roˆle des interactions non line´aires
Re´sume´
Cette e´tude s’inscrit dans l’effort de re´duction des nuisances sonores des avions au
de´collage. Une des principales composantes est le bruit de jet, dont la partie a` basse
fre´quence peut notamment eˆtre impute´e au rayonnement acoustique directif des struc-
tures cohe´rentes de grande e´chelle engendre´es par les instabilite´s dans la couche de
me´lange du jet. L’e´volution de ces ondes d’instabilite´ peut eˆtre de´crite au moyen des
E´quations de Stabilite´ Parabolise´es (PSE). Un premier objectif a e´te´ de de´terminer si
dans le cas d’un jet turbulent naturel, les interactions non line´aires entre les ondes d’in-
stabilite´ ont un impact significatif sur sa dynamique et sur son rayonnement acoustique.
A` cet effet, une mode´lisation PSE non line´aire a e´te´ de´veloppe´e et applique´e a` une confi-
guration re´aliste. La possibilite´ de manipuler ces ondes d’instabilite´ par non line´arite´ a
ensuite e´te´ e´tudie´e en vue d’une re´duction du rayonnement acoustique. Pour cela, une
analyse PSE a e´te´ mene´e pour de´terminer l’effet sur le bruit de jet de l’excitation d’un
ou plusieurs modes instables. Ces travaux de the`se ont permis de montrer, d’une part,
que les non line´arite´s semblent avoir un impact mineur sur la dynamique des ondes d’in-
stabilite´ dans le cas des jets turbulents naturels, et d’autre part, qu’il est possible de
re´duire le rayonnement acoustique des modes dominants par interactions non line´aires.
Mots-cle´s : ae´roacoustique, bruit de jet, jet turbulent, structures cohe´rentes de grande
e´chelle, ondes d’instabilite´, e´quations de stabilite´ parabolise´es, interactions non line´aires.
Effect of unstable modes excitation on jet noise:
The role of nonlinear interactions
Abstract
This study is part of the effort to reduce aircraft noise during take-off. Jet noise is one
of the main contributors, of which lower frequency component can be attributed to the
directive acoustic field generated by the large-scale coherent structures arising from jet
mixing-layer instabilities. The development of these instability waves can be described
using Parabolized Stability Equations (PSE). A first objective was to determine if in
the case of a natural turbulent jet, nonlinear interactions between instability waves
have a significant impact on its dynamic and acoustic behaviour. For this purpose,
a nonlinear PSE model has been developed and applied to a realistic configuration.
Then, the possibility to manipulate these instability waves by means of nonlinearity was
investigated with a view to reduce noise. To this end, a PSE analysis has been carried out
to assess the impact on jet noise of exciting one or more unstable modes. The findings
of this doctoral work demonstrate a minor impact of nonlinearities on the dynamics of
instability waves for natural turbulent jets on the one hand, and the possibility to make
the initially dominant instability acoustically ineffective using nonlinear interactions on
the other hand.
Keywords: aeroacoustics, jet noise, turbulent jet, large-scale coherent structures, in-
stability waves, parabolized stability equations, nonlinear interactions.
